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SUR DEUX SYSTfiMES 

D'EQUATIONS AUX DERIVfiES PARTIELLES, 



Par M. DIDON, 

UOCTEUR ES SCIENCES, 



Dans le travail intitule Etude de certaines fonctions analogues aucc 
fonctions Xnde Legendre^ eic.^ que j'ai publie recemment dans ce Jour- 
nal, j'ai indique pour chaeune des fonctions U,„,„ et ¥,;,,„ un sysleme de 
deux equations lineaires aux d^rivees partieiles du second ordre, et re- 
solu le premier de ces systfemes. Je me propose ici de donner la solu- 
tion complete du second. Chacun de ces systemes est satisfait par quatre 
fonctions distinctes, de sorte que, si Ton donne a m et a n toutes les 
valeurs entieres et positives possibles, on obtient huit series de fonc- 
tions. 

II etait interessant de chercher pour chaeune de ces series une fonc- 
tion gen^ratrice: c'est ce que j*ai fait dans ce qui va suivre. Enfin, j*ai 
mis sous forme d'integrales definies la fonction ¥,„,„, et aussi les fonc- 
tions '^m,n 6t Vm,n qtii sout associ^cs aux fonctions de deux variables 
analogues aux polynomes sin(narccosa7) et cos(narccos^}. 



8 SUR OEUX STSTEMES d'^QUATIONS 

I. 

Pour resoudre le systeme 

— (m + i)_r J \-{m + n){m + t)V = o, 

(0 { 

/ . dV , ^ , , „ 

— (n +i)^ T i-(m+rt)(n4-i)U = o, 

auquel satisfait la fonction \Jm,„, j'ai employe le systeme 
, , ,, d'P rf'P , dp dP 

tcl, qu'en posant jjs^j n = tl, la fonclion U satisfasse an sysleme (i). 

On a y = m H- /I. Le systeme (2) admet pour solutions deux poly- 
nomes : Tun d'eux est (o?^-!- j^ — i)^, I'autre peut se representer par 

oil la somme doit s'etendre a toutes les valeurs entieres et positives de h 
et de k satisfaisant a la condition h -\- k^q — i. 
Si Ton remarque que 



X 



2 



sin**"*'*arfa = 



2.4*6. . . 2/1 



1 .3.5. ..(2/14-1) 



on verra que I'expression (3) peut s'ecrire 



/ f 
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ou bien 



T :t 



^io .j['^«i"«rsin(3(^^sin'a)*(7^sin'(3)*(--ir'-*-^^j-^^^ rfarf?, 



ou enfin 



2 /»3 



J/»2 /»3 



La solution correspondante du systeme (i) sera done 



n n 



(4) jf I -- ^-^^--t^--^- — sin«s,np^ 

La forme de la formule de Lagrange, qui a permis a M. Hermile de 



\i»+n 



mettre la fonction U;„.„ sous la forme ^^^^^^^ Ib^cfy^ ' 

donnera immediatement la somme 



. S 






a-fc" d'^^xy^x^^xxi^a -h/^sin*^ — i)*"-^"-' 



2"^" da^ dy* 



» 



car il sufiira de faire dans cette formule 



F = j;»sin»a4->'sin>(3 — I, $= , . , 



xy 



^'sin'a -hj'sin'P — i 



n It 



L'integrale double / / Ssinasin/3</a^/3 sera la fonction gene- 

ratrice des polynomes (4)- 

Pour donner une application de la forme precedente du polynome (4) 
que je designerai par R, je vais en deduire le systeme (i). 

Pour cela, je pose 



TT Tt 



= j I '- ;i~mZi~n~ smasmprfarfp. 

Annales icientifiques de VEcole Normale iuperieure. Tome VI. 2 
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— «ui * *«w -'' 



i.'a ::rt' ic' \k. iprw ii::: •!:: r = 






- t - 



I I 



L"*-* r : yi 



wmM ., .1 



snz^n^*^"^^ 



- n - T 3 



D - 1- 



» ^" • 



-.» ••^••- ■ 



£> 



r.T 



- : w - I — r- 



- : Fi - I - 






N > > fiCk^:-* "I*'-, t; 



1 -'"J :• • 



» S.! •- J f ^ 



^*'~ •■■■»"/i. 



M * wSiTiti Ji i':»n.3i^ M .:'^" :i:s::" "Trisi:" i •& iar'i.iC'i 



sil X r- ?5ii i . \ - / : ' i 



- : -i:i r r r- -*il -c — % » — g 



i. t :^.>sZ'w. : i>^ ji ]■ ri :.•- r!U-:" :• s : i "• ti nnT^iicvf-nifac fixe 









•in ^•#. 
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Par consequent 



a rr 






TT TT 



2(m s-n-i)xj^ J^ sinasin(3 -^ ^ dbc^^'dr '^''''^ 

-h 2(m-f-/i — i)(/w -hi) I / sinasin|3 ^ ^ — ^" ^arf(3. 

A cause de Tegalite (5) on a done 

,r rfR rfR , ,d1 



</x' *" dx 



— X 



- (m 4- f)[^j; —^y— -^m -f- /i)Rj =-o; 

c*est la premiere equation du systeme (i); on trouverait de meme la se- 
conde. 

Jusqu'ici jen'ai considereque tesdeux solutions du systeme (2), qui 
sont des polynomes; mais il y en a deux autres; Tune de ces dernieres 
est 



P .-_-(. -^»)»^i(,-a;^~j>)fj'__—^^ 



02)9+7 



Je fais 6 =: \/i — x^Zy il vient alors 



Jo ( « - ^' '-'0'}^^' " Jo ("i-i^jf^'l I - z'^ 



.r 









Done 






(l— z' )i-^' 

2. 
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Posant , = S, on obtient 



P = (i — ^M?(i — EMM — ; 



mais 



C designant une certaine constanle; done on a. en negligeant cet(e con- 
stante. 




., \/* — ^' 

La solution correspondante du systeme (i) sera 



r 

V/i — :c* , 

—I dod^ ay* 



La formule de Lagrange permettra de Irouver immediatement la 
fonction generatrice des expressions precedentes; il suffira de (aire 
dans cette formule 



F = (i-j;')(i-2M. +=- ' 



^ — z 



^\ — x^ 



et on trouvera la fonction generatrice sous la forme d*une integrale de- 
finie prise entre les limites — i et + i . 



II. 

Le systeme d'equations auquel satisfait la fonction V>„ ,, detinie par 
le developpement 

{\ — lax — iby -\- a^ -¥ b^ )~* = \ a" ^^ V«,,„ 



AUX D^RIVEES PARTfELLES. l3 

est ie suivant 

(6)( -^ "^ 

On voit que la solution complete de ce systeme contiendra quatre 
constantes arbitraires, et que, par consequent, il y aura, comnie solu- 
tions, quatre fonctions distinctes. Pour Irouver cette solution complete, 
je remplace les variables x et j, par d'autres? et yj, liees aux premieres 
par les relations 






Le systeme (6) se transforme dans le suivant 

dV 

Je n'ecris que Tune des equations de ce systeme; la seconde s*en 
deduira par le changement de §, y?, m, n respectivement en yj, |, n, m, 
Posons ensuite 



+ 1 



V = V'(H-5»+r)') • , 

on obtiendra 



(7) 



(l + 


rf'V 


+ {" + ")$ 



-+-(m 4- i)y? -7— -h(m-f-i){m-h/i4-2)V'=o, 

a'(\ 

H-(2/n-m-|-4)^ "T~ 

ay} 

H- (n -h ij(m -\-n-\- 2jV' = o. 



f/V 



^? 
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En cherchant un systeme de la forme 

tel, qu'en posant ,^^ . „ = V, cette fonction V satisfasse au systeme (7), 
on trouvera le systeme suivant 

^,,rf»P ^ rf'P ,j.rfP rfP -, 

,,rf»p ^ rf»p , rfp ^rfp „ 



qu'on peut ecrire 



4c^g')^-i-^.g-^ .gp] 



ou bien 



</p </P 

Rien de plus facile que de determiner les fonctions 9 et (I*- 
Le systeme precedent d'^quations est, en eflfet, equivalent au sui- 
vant 

( (I + ?'+ 1') 4? + a^P -=(' + >»•) ?(»i) -?« <K5), 

(8) < . 

1 rfP 

|(, ,- 5.4- n') 5^ + anP = (• + $') + (?)-?« ?(*!)• 
En differentiant la premiere de ces equations par rapport a v], la 



» » 
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seconde par rapport a § et retranchant les resullats, on obtient 

Chacun des membres de cette egalite est done egal a une constante A, 
ce qui donne 

En substituant ces valeurs dans les equations (8)» on tirera de la 
premiere de ces equations 

ikt /»»» __t ft 






et de la seconde 



) i/l + tVo VI + 






-A? 



En egalant ces deux valeurs, et divisant par (i -+- 1* + nj')"*, on aura 

Jo L(i+*i'r-^° J \/"+Wo 

Mais le premier membre est une simple fonction de yj, Ic second une 
simple fonction de |; done chacun de ces membres est egal k une 
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constantc D. Done finalement, on a 






Cesl I'expression (i -i- §^ -+- y?*)""' qui conduit au polynome V,„,, 
comme solution du systeme d'equations (6). Je Tavais deja du reste de- 
montre a priori. 

Considerons maintenant la solution 

(9) (i + 5'-+-r,')- ^ 



du systeme (8), soit 



L VH-r3'J_ 



i2...m I2.../1 d^^dn' 

on a 



Wm.n » 






RemplaQons a et 6 respectivement par a^i-hS^^-hYi^ eib\/i'\-^^-{-Y}^, 
il vient 



V v' I -t- ?' -+- 1^' / Vn-ri'+ a6n\/n-5»-+-r)»-i- 6'{n-?'-t-r!') 

nr \ a- 6" (I ^ ^»^ y^2)-r"^' Om.n. 

Si Ton substitue maintenant aux variables ^ el y? les variables a: el j, 
liees aux premieres par les relations 

le premier membre de Tequation precedenle devienf 



v^i — iT*— /'"h(^*-4- by 
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Par consequent, la fonclion generalrice des solutions du systemc (6), 
qui correspondent aux solutions (9) du systeme (8), et que je repre- 
senterai par R,;, „ est 






=( 



I — lax — 'ihy -\- a^ ->f 6')~* 

\^ 1 — x^ — 



V^i — ;r' — ^"^ -f- \y — 6 )' 
X — a 



On vcrra de meme que les fonctions generatrices des deux auires 
solutions du systeme (6) sont 

Y — h 

{\ — lax — ihy^ -^ a^-^b^Y^ ^ 



v/i — x^—y-^-h (x — af 



==: ( I — 2 ax — a 6j^ -f- a' -h 6' )~' -y-z= 

V I — x^ — 2ax •+- a} 

et 



X — a r— i-i-v/i — ^' — J^'^+Cj— ^)' 



v/i — x^—y''-h(r — by \/i — x^ —y^ 

r—b . x — a-hJi — x^ — y'-hix — ay 

VI — x^ — y^-h{x — ay V' — •^' — X^ 



La composition de la fonction R;;,,„ offre de I'interet. 
On a 

(1 — :iax — 2br -h a'-h 6»)-' - - =\ rt'"fr'*R„.„. 

V^i — ^»— 26j-h A' ^ 

Or 



V' I — - ^' — 2 6j -h 6* v/ 1 — "^* 4 / ^ X 6' 

V ^1 — X^ ^\ — X^ I — X' 

(X„) designant ce que devient la fonction X„ de Legendre, lorsqu*on y 

yi finales scientifiques de I'tcole K or male superieure. Tome VI. 3 
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rem place x par -^ - Par consequent 
Done 



et 



R«,„= -=^= V.,,(X.) -t- , , "^ ,, V..„_. (X.) H-. . 

V'l — o:^ (V'"""^') 



{^i-x'T 

: Vm— i,»(X„), 



c'est-a-dire 



*=/i 






*). 



Cette formiile montre bien clairement que R;„,„ est de la tbrme 
p 

-J P etant un polyn6me entier et rationnel en x et j, du de- 



»*H-T- 



{i-x^y^^ 

gre n en y, et dont les puissances de j ont des indices de meme parite 
que n. II est bien facile de former le systfeme d*equations aux derivees 
partielles auquel satisfait le polynome P; ce systfeme. n'ofTre rien de 
simple. 

Mais consid^rons la fonction R,„^ sous le point de vue exprime par 
Tegalite suivante 

oil Xn-2h designe une fonction de a?, qui n'est pas la fonction Xn-.2h de 
Legendre. En substituant dans le syst^me (6) cette valeur de Rm,;,, et 
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egalanl a zero les coefficients de j'^^^ dans les deux equations, on aura 

-h m(m -h 2/1 — 2A -f- 2)X,._2A = 0, 

I o ' \ 

(/I — 2A-h 2 ) ( /I -- 2 A + I ) Xn-iA-Ka -f- 2 Ax ^""^ 

+ 2h{m -h 2/1 — 2A -f- 2)X,_2A = o. 

La premiere des equations (lo) donne 



»iw-+-n + 4---il 



la seconde permettra de trouver une relation entre les conslantes A,t^2h 
et A;,_2^+2« 
Par un calcul facile, on trouvera 

. . 2m -h 2/1 + 3~2A . JL x/ # X 

A«-;A = A„_,A+» J (« — 2A -h 2)(n — 2A -f- 1). 

Si done on suppose A„ = i , il viendra 

. (2m-h2/l4-l)(2m-f2/l — l)...(2/W-f 2/1-1-3 — 2A) 



^ •I»^«vJ«** /» 



X w ( w -— I ) ( /I — 2 ) . . . ( /I — 2 A -h I ). 

Ces fonctions X„_2A jouissent d'une propriete curieuse. On reconnai- 
tra immediatement, en differentiant m -h i fois la premiere des equa- 
tions (10), que 

rf-*-' X.^,A ^ C ^ 

de sorte que Ton a 



rf«+.+l D 



01,11 



,jn + ii-»-i 



k etant une constante. 

En resume, on voit que le systeme (6) n'admet qu'une seule solu- 
tion qui soit un polynome entier et rationnel en x et eny, c*est la fon( • 

3. 



y » 
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tion V,„,„ que le systeme (6) caracterise par consequent, si Ton ne con- 
sidere que les solutions du systeme qui soient des polynomes. Ce 
systeme permettra meme d'en determiner tres-facilement les coefficients, 
el Ton trouvera 



,.=^ (-,)*-* 









AI (/n-i-/i)...(/n-+-/i— A— 'A'H-i) 

II est a remarquer que Ton a 

Q etant un polynome qui est le meme tant que la somme m + n ne 
change pas. Cette propriete, qui rapproche les deux fonctions U^,« 
et V;„,„, resulte immediatement de ce que le systeme d'equalions 

,,rf^P rf^P , ,, rfP rfP 

,,rf»p rf'P , ,, rfp rfP -, 

('-rM^-^r^^^-^(?-3)r5j;:-f-9^5^-h2,P = o, 

oil y = m -h n, differentie n fois par rapport k re et n fois par rapport 
a 7, reproduit le systeme (6), si Ton pose . , . , = V. On a 



III. 
Quand dans le polynome V;„,„ on remplace x ei y par 1 



ct ^ , ce polynome se transforme dans I'expression suivante 

mini l'-+-^-+-^J rfliiT^;;^^ 
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Celle propriete va nous permettrc de mettre V,„,„ sous la forme d'une 
inlegrale double. On a, eu eflet, 

( . H- ?' + .')-. =^ ^— ^-;-T-- ?- ''•" 

I ^, . 1.4.6. . .(2m -h -x/i) (2m H- 2/1)! 

271 ^ i.3.5...(2m-l-2n-hi)(2m)!(2//)I 

X27r 
(/5cosa)*"(/Y) sinal'^rfa 



= — \ (2m -+- 2/1 -+- 1) 
27r^ 



(2m -h 2/1) I 

(2m) !(2/i)! 



slQim+w+i ^ ^/^ i (igcosa)»*(iyjsina)»"Ja. 
*^o 

' sin"'a?cos''a;ctr est nulle, si les nombresm 



et n ne sont pas tous deux pairs, on en conclut qu*on peut mettre I'ex- 
pression (i -h ?^-l- >3*)7* sous la forme 



— / da j s\n<pd(^\ (/> -f- i)[/sin9(5rosa 4- yj sina)]^. 



2..-.0 



Par consequent, on a 



It 

'in 



1 /•^f r^ 

(11) (n-g»4-yj»)~' = — I rf« I sincprfcp [i — /sin(p($cosa -f- r, sina}]-'. 



Done 

dl'^dn" 



n 



(m -h w H- i)l /'""*'" C^^ 1 r^ sin""^''^'9ros"asin"a 



r'" r^ ^ 



27: Jq Jq lI — I sin9( goosa 4-y) sina)]""^"-*-' 

Mais 

S— . > yj = — : .JL^r-.^ » n-4'4-y3=— — -, 

y/i-x^ — y' \'i'-x' — x' i — x^-r' 



» » 
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done 

n 



y __ ( m-f-w-h I ) ! 

^ m,n — ; 

ml 



X 



— i I da I sinoao 

^^^T^ Jo Jo 

sin'"+"9 cos"* a sin" a 



l«+»H-2 



[v/^*H- j'— I -h sincp(j;cosa -f- jsina)J' 

Comme veriBcation, chercbons d'apres cette derniere formule 
\ a"'b''\n^„, Cette somme est egale a 



TT 



2^.'o ./o [^^'-t-^**— 1 4- sin9(^cosa -f- jsinaj' 

^^V/ xf sin9(acosa -h Asina) T"-*- 

X> (m-f-n-f-i) — - ^ ^ 

^i^ Lv-^'"^/'""'"!- sin9(^cosa-h^rsina)J 

c'est-a-dire a 

sin 9 d(f 



n 



^'T^Jo Jo s/x^-hr'—i 



[v/^* H- j' — I -h sin 9(^ cosa 4- jsin a)j* 



X 



[__ sin9(acosa+ /^sina) T' 

v/^'-f-j*-~ I -H sin9(x cosa -4- rsina)J 

ou enfin a 



w 



^TTJo Jo I ^^j^_^t__i -+- sin9[(j; — a) cosa 4- {y— 6)sina] j 

En vertu de la formule (ii), Texpression precedente se Iransforme 
en la suivante 

_ __! (,+ (^-«)' + ^r-bY \-\ 

jr.j_l_j» — , y^ I — :r* — j' I — - j;' — rv 

qui est egale a (i — 200? — 2by •+- a* '\- 6^)""*. 

Les fonctions V^^n ct '^m^f qui sont associees aux fonctions Um,„ el 
t)^„ analogues a cos (n arc coso?) et sin(narccosa7) se mettent sousune 
forme plus simple que la fonction \m,n9 car on pent les representer par 
unc integrale definie simple. 
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On a 

et on reconnaitra facilement que par la subtitution x = , =i 

Y = => F,;, ., se transforme en 



mini ^ "^^ ^^ ^ rf^-^yj" 



L*egalite 



(12) -p======z= / -r rg ; — r-pr-l » 

^A'4-B'-t-C* ^^«/o Ah- iBcosa-hiCsma 

devient, quand on y fait A = i , B = ?, C = r,, 

y^, ^^i4.yjj~" 27: Jo i-h i^cosa-hiyjsina' 

On deduira de cette formule, par un calcul analogue a celui qui a 
ele fait pour la formule V,„ „, 

'^^ cos'"asin"arfa 



-, (m -4- n)! r^"" cos'"asin"fi 

ml nl 271 v/i — •^' — 7'»/o (v/^'-+-^''— I H- :ccosa 



/sina) 



WI + /!•+- I 



Pour transformer dc la meme maniere la fonction '^m.nf i' faudrait 
trouver une egalite semblable h (ca) et donnant -_-> . 

Or, si Ton differentie par rapport h A cette egalite (12), et qu'on 
remplace ensuite A, B et C respeclivemeni par i, § etvj, on obtiendra 



Jo f'-^' 



(i -h ^^-hyj')' " / (i -h i^cosa-h irj sina)* 

Dans le eas oix m -h n est un grand nombre, on pent trouver une 
integrale simple qui represente approximativement la fonction V,„,„. 
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Cette integrate simple est tres-analogue a I'integrale simple qui repre- 
sente K;„ „; de sorte qu'on aura quelque chose d*equivalent au theoreme 
(le Laplace qui rambne approximativement, dans le cas oil n est grand, 
la fonction X„ de Legendre a un cosinus. 

En appliquant la methode que Laplace a donnee dans son calcul 
des probabilites, on represente d'une maniere approchee I'integrale 



•K 



I 7v~.- p^' % .u.> dans le cas oil k est un grand nombre, par 

y/rr i 

V'^ V^A(A -hB)*"^» 

pt par consequent V,« ;,, quand m-h n est grand, par 

(m -+■ n -H i)l I I 

Jr^if cos'"asin"a , 

I — i ax, 
Q [^x^-^ y^— I H- xcQSa 4- J sin a )*""**"■*■' 

J*indiquerai encore un autre rapprochement entre X„ ct U;„,„. On 
pent se proposer de chercher, parmi tous les polynomes 

f[x) =:c"-h A.x'^'-h A,a:"-*-h. . . -h A, 

du degre /i, qui ont Tunite pour coefficient du terme en of, quel est 

celui qui rend minimum I'integrale deiinie / /'(^) dx. Ce polynome 

pourra etre considere comme etant celui qui s'approche le plus de zero 
entre les limites — i et -hi. Pour en determiner les coefficients A,, 
A2,..., A„, on egalera a zero les derivees de I'integrale relatives a ces 
quantites, ce qui donnera les equations 

I f{x)x^^* dx = 0,. . . I f(x)x^'-^dx = Of.., I _f{x)dx = o. 

On en conclut imm^diatement 

g» 1 I « 2 • • • /» • 2 ^r 

fix) ^i:^ , . . . ^H* 

-^ ^ ' (n-f- i){n-h2)...2n 
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Clierehons de meme, parmi tous les polynomes 9(^, j)» du degre 
m-\-n, ayanirunile pour coefficient du terme en x'^y, ce\\xi qui rend 

minimum Tinlegrale / I (p^{x,y) dxdy, oil les variables satisfont a la 

condition ir*-f-,v^5i. On trouve les equations 

/ \ <i^{x,y^] x"*"^ }'*'^^ dx dyzrr.o, . . . ^ I fo{x,y )xi' j^ dx dy=: o,, . .y 

d'oii Ton tire 

, , I .2...WI. I .2.../1.2'"'*"'' 1 .2...m. I .2... W -, 

0(X,y)— iJm ri' 

(m -f- i)(m -f- 2). ..2m(/i -h i)(/i -f- 2)...2/i i. 2...(m -f- n) 
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RECHERCHES 



POUR SERVIR A L'HISTOIRE PHYSIOLOGIQUE 

DES MUCfiDINfiES. 



FERMENTATION GALLIQUE, 

Par Ph. VAN TIEGHEM, 

HAITRB DB CONFERENCES A L'^COLE NORMALE. 



Scheele obtint pour la premiere fois Tacide gallique, en 1786, par 
lo pourrissage des noix de galle a I'air libre, et c'esl encore de cettc 
maniere qu*on le prepare aujourd'hui dans Tindustrie. Dao^ la pensee 
de Scheele, Tacide existe tout forme dans la noix; le pourrissage, en 
detruisant les matieres qui en masquent les proprietes, ne fail que le 
mettre en evidence. M. Pelouze a montre, au conlraire, en i833, que 
Tacide gallique ne preexiste pas, mais qu*il resulte de la transformation 
lente du tannin au contact de Pair, et depuis lors les opinions les plus 
diverses ont ete emises tant sur la cause prochaine que sur les produits 
de cette metamorphose. 

Cause prochaine du phenomene. — Pour M. Pelouze, c'est en absor- 

bant directement I'oxygene de Fair ct en le remplagant par un volume 

egal d'acide carbonique, c'est-a-dire en perdant par combustion 

directe une partie de son carbone, que le tannin se convertit en acide 

ffallioue i 

O'H'O" + 80 = C"H'0" + 4C0'; 

4. 
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a Tabri de Tair, la dissolution se conserve indefiniment (i). Cest encore 
pour M. Liebig une combuslion lente (eremacausie), mais elle est indi- 
recte et porte d'abord sur le ligneux pour se communiquer ensuite par 
entrainement au tannin (2). 

Sans nier Toxydation du tannin dans sa dissolution aqueuse, Robi- 
quet, ayant rennarque que, dans I'infusion de noix de galle, la trans- 
formation pent s'operer en vase clos, croyait « a la presence de principes 
qui facilitent la reaction, et servent pour ainsi dire de ferment * (3). 
M. Laroque confirma bientot cette idee, en montrant que les substances 
qui s^opposent d'ordinaire aux fermentations alcolique et putride arre- 
tent aussi la conversion du tannin en acide gallique; pour lui, comme 
pour Robiquet, le ferment se trouve dans le residu de la noix de galle 
epuisee par Tether, ce qui ne Tempeche ni d'attribuer en meme temps 
a la levure de biere, a la chair musculaire, au sang, a la matiere ca- 
seeuse, le pouvoir de detruire le tannin; ni d'admettre encore, a 
Texemple de Robiquet, que la transformation pent s'accomplir aussi, 
quoique plus leniement, par oxydation directe, comme Tavait avance 
M. Pelouze (4). Aussi, aprfes avoir rendu compte de ces experiences si 
peu precises, M. Dumas ajoute-t-il : • Ces observations rendent sans 
doute fort vraisemblable Texistence d'une fermentation gallique ; mais 
avant de Tadmettre, il conviendrait d'etudier Taction que Teau exerce 
sur la noix de galle epuisee par Tether, et d'essayer dUsoler ainsi le 
ferment qu*elle doit contenir (5). • C'est ce qu'a tente plus recemment 
M. Ed. Robiquet. Reprenant Tidee emise par son pere et appuyee par 
les experiences de M. Laroque, il essaye de la preciser davantage en 
etablissant que c'est la pectase contenue dans la noix de galle, et dont 
une partie se retrouve dans le tannin du commerce ou elle a ete entrai- 



(i) Pblocze, Annales de Chimie et de Physique ^ a* serie, t. LIV, p. SSy; i833. 

[%) Liebig, Revue scientifique, juin 1840. Plus tard, M. Liebig a admis ^ son tour I'id^e 
de fermentalion : a Outre le tannin, dit-il, Textrait de noix de galle renferme une substance 
particuli^re qui se decompose au contact de Teau et sous Tinfluence de laquelle le tannin 
^prouve une metamorphose semblable. » [Lettres sur la Chimie,^, 187; 1847.) 

(3) Robiquet, Annales de Chimie et de Physique^ a* s^rie, t. LXIV, p. 385; 1837. 

(4) Laroque, Journal de Pharmacie, i^s^rie, t. XXVII, p. 197; 1841. 

(5) DuMAS^ Traite de Chimie, t. VI, p. 37a; i843. Et k la page pr^c^onte : « Le change- 
ment qui s'op^re semblebien se rattacher aux fermentations proprement dites, maisjusqu'ici 
les preuves qu'on en a donnas ne sont peut-^tre pas satisfaisantes. 
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nee par Tether qui sert a la preparation de ce corps, qui est le principe 
aclif, et qu'ainsi « la fermentation gallique se confond avec la fermen- 
tation pectique • (i). 

Oxydation lente et action d'un ferment soluble preexistant, telles 
sont done, en resume, les deux causes dont le jeu tanlot isole, tantot 
simultane, produirait, dans les idees regues, la metamorphose du 
tannin. 

Produits qui en resuUent (2). — Dans Topinion de M. Pelouze, le tan- 
nin, en perdant par combustion lente quatre equivalents de carbone, 
devient purement et simplement de Tacide gallique : 

C'»H*0''-4:80=:C'*H»0' +-4C0'; 

mais alors la difference entre le poids du tannin detruit et celui de 
Tacide gallique forme ne doit pas excedcr 1 1,3 pour 100, Or, on avait 
remarque depuis longtcmpsque Tacide obtenu parleprocededeScheele 
ne depassait pas la moitie du tannin transforme; on avait done pense 
qu'il devait se produire en meme temps que Tacide gallique une autre 
substance, qui entrerait avec lui dans la constitution du tannin. Emise 
d'abord par M. Chevreul, appuyee par Pelletier et par Robiquet, cette 
idee fut precis6e davantage par M. Liebig. Ce chimiste, apres avoir 
montre que I'ebullition avec I'acide sulfurique ou la potasse change le 
tannin en acide gallique, et avoir cherche vainement dans la liqueur 
I'acide acetique, qui, d'apres Robiquet, pouvait bien etre le principe 
inconnUy remarque qu'en triplant la formule de cet acide on aurait 
pour second terme le sucre de raisin; • que trois atomes de tannin ren- 
ferment les elements de six atomes d'acide gallique et d'un atome de 



(i) Ed. Robiqubt, Journal de Plutrmacie, V s^rie , t. XXIU, p. 241; i853, et Tfwse^ 
fi6vrieri854. 

(2) Si, dans tout le cours de ce travail, je passe sous silence Tacide ellagique que M. Che- 
vreul d'abord, puis Braconnot et tous les autres chimistes ont vu se former constamment 
pendant Talt^ration de Tinfusion de uoix de galle, c'est que je me suis assure que la produc- 
tion de ce corps n*a aucun lien avec le dMoublement du tannin ; il suffira, pour le prouver, 
de dire que si Ton fait bouillir rinfusion limpide de noix de galle dans un ballon k col ^tir^ 
que Ton ferme k la lampe, les cristaux d'acid^ ellagique se d^posent, apr^ quelques jours, 
tout aussi bien que dans les liqueurs qui fermentent. C*est done k une tout autre cause 
qu*est due cette formation, et ce n'est pas ici le lieu d'y insister. 
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Sucre de raisin > (r); mais il n'arrive pas cependant a coastater ia for- 
mation reelle de ce corps. C'est a M. Strecker (2) qu'il etait reserve 
d'apporter a cette idee ancienne la sanction experimentale, en mon- 
trantqu*en eiTet dans Texperience de Liebig convenablement realisee, 
il se produit a la fois de Tacide gallique et du glucose, et que le dedou- 
blement du tannin a lieu avec fixation des elements de Teau suivant 
I'equation 

C40 H'« 0" -h I o H = 2 ( C* H» 0") 4- C'» H" 0". 

Ce resultat important, rapproche de cette autre circonstance bien 
connue depuis Braconnot (1818), qu'il se degage parfois de Talcool et 
de Tacide carbonique dans le pourrissage des noix de galle, pouvait 
porter a croire qu'un dedoublement identique s'opere dans la transfor- 
mation spontanee du tannin. Toutefois M. Ed. Robiquet, dont le travail 
est posterieur a celui de M. Strecker, apres avoir examine cette ques- 
tion, se croit autorise a conclure de ses experiences, qu'en definitive il 
ne se forme pas de glucose dans cette fermentation; < le tannin, dit-il, 
ne contient done pas de sucre et n'est converti en acide gallique que 
par une simple hydratation > (3). 

J'ai pense quen presence d'opinions aussi divergentes, appuyeessur 
des faits en apparence contradictoires, et en tenant compte des progres 
considerables que les travaux de M. Pasteur ont fait faire depuis Tan- 
nee i856 k I'etude des fermentations, il y avait lieu d'entreprendre un 
examen approfondi de ce phenomene, et j'en expose ici les principaux 
resultats. 



f . — Le tannin ne se transforme pas a I'abri de Vair, 

Introduisons une dissolution aqueuse de tannin ou une infusion fil- 
tree de noix de galle dans une serie de flacons que le liquide remplit 
jusqu'au col; soumettons ces flacons au vide pendant vingt-quatre 



(1) Liebig, Chimic or^anique, p. i5. 

(2) Quarterly Journal of the Chemical Society, t. V, p. \oi\ i852. 

(3) Journal df Pharmacie^ 3" s^rie, t. XVI, p. 3i; i854. 
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heures pour en eliminer Fair dissous; faisons-y entrer de Tacide carbo- 
nique ou tout autre gaz inerte qui sature les liqueurs, et apres les avoir 
soigneusement ferm^s avec des bouchons exposes eux-memes a Taction 
du vide et a la rentree du gaz inerte, placons-les a I'^tuve chauffee a 
35 degrcs, en ayant soin, quand ils en auront pris la temperature, de 
Inter les bouchons a la cire. Ainsi prepares, tons ces liquides, quel 
qu*en soit le degre de concentration, se conserveront indefminoent. J'en 
possede une serie preparee le 9 aout 1867, oil le tannin n'a subi depuis 
neufmois aucune transformation. 

Quand on prend soin, comme nous venons de le faire, d'exclure de la 
dissolution toute trace d'oxygene, la conservation en est desormais, et 
par cela seul, assur^e. Mais ces precautions ne sont pas toujours indis- 
pensables, et il n'est pas rare devoir une dissolution de tannin ou une 
infusion tiltree de noix de galle, introduite purement et simplement 
dans un flacon entierement rempli et bouche avec soin, se conserver 
indefiniment sans alteration. C'est ainsi qu'une dissolution de 3o gram- 
mes de tannin dans 600 centimetres cubes d'eau, mise a Tetuve le 
7 aout 1867 dans un flacon exactement rempli et bien bouche, est 
encore aujourd'hui, apres neuf mois, inalteree; il en est de meme 
d'une infusion de noix de galle placee a I'etuve dans les memes con- 
ditions le v5 aout. M. Pelouze a conserve d'ailleurs une dissolution de 
tannin pendant plus de sept mois a I'abri de Pair sans qu'elle donnat 
d'acide gallique, et, longtemps avant lui, M. Chevreul avait vu une infu- 
sion de noix de galle rester inalteree au bout de trois ans dans un flacon 
bouche. Robiquet objectait, il est vrai, que si ces liquides se conser- 
vaient, c'est qu'ils etaient trop concentres; mais les dissolutions que 
j'ai soumises a Texp^rience contenaient les proportions de tannin les 
plus diverses, et je montrerai plus loin que la transformation s'opere 
facilement dans les liquides les plus concentres. 

Mais si, dans les conditions precedentes, la conservation pent avoir 
lieu, elle n'est plus certaine : a cote de flacons qui restent inalteres, on 
en voit oil le tannin disparait lentement; en general, parvenue a un 
certain degre, la transformation s'arrete, mais quelquefois elle pent 
eontinuer et devenir complete apres un temps fort long. Nous saurons 
tout a rbeure la raison de ces differences; elles nous montrent qu'il 
est necessaire, si Ton veut mettre, dans tons les cas, le tannin dissous 
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a Tabri dc toute atteinte» d'enlever rigoureusement non-seulement le 
contact de I'air exterieur, mais encore tout I'oxygene dissous. 

II resulte de ces experiences, oil les liqueurs n'ont point ete cbauf- 
fees, que la transformation du tannin, quand elle s'opere, n*est pas due 
a Taction d'un ferment soluble, pectase ou autre, preexistant dans la 
noix de galle et entraine avec le tannin, comme I'ont pense Robiquet 
et M. Laroque, et comme M. Ed. Robiquet a essaye de le demontrer. 
Nous pouvons done desormais, sans crainte de detruire la cause pro- 
ehaine du phenomene, porter nos liquides a I'ebullition. 



II. — Le tannin ne se transforme pas au seul contact de I* air. 

Introduisons une dissolution de tannin ou une infusion filtree de noix 
de galle dans une serie de ballons a col ouvert et recourbe suivant le 
procede de M. Pasteur; apres avoir fait bouillir le liquide pendant 
quelques minutes, plaQons les ballons dans un lieu tranquille, a une 
temperature d'environ 25 degres; le tannin s'y conservera indefiniment. 
Je possede des dissolutions et des infusions de concentration diverse, 
preparees dans ce but le 24 avril 1864, et dans lesquelles le tannin, 
apres un sejour de plus de quatre ans au libre contact de Tair, est inal- 
tere comme au premier jour. 

On realise encore avec certitude cette conservation du tannin a Fair 
libre, en ajoutant tout simplement au liquide quelques gouttes de creo- 
sote ou d'une dissolution d'acide phenique (i). 

Enfin, sans employer aucune precaution, il arrive quelquefois qu'une 
dissolution de tannin non chauffee, introduite dans uq flacon bouche 
qu'elle remplit a moitie, se conserve inalteree, tandis que, dans Tim- 
mense majorite des cas, la transformation s'opere dans ces conditions; 



(1) L'acide phenique passe pour un antiseptique universel ; il y a pourtant des organismes 
dont il est impuissant k emp^cher le d^veloppement. Nous devons k M. ie D*^ Kiihne , de 
Berlin, cette observation int^ressante que, dans Purine, et, en general, dans toutes les dis- 
solutions d*ur6e, Tacide phenique ne s'oppose nullement au d^veloppement de la petite toru- 
lac^e que j'ai d^montr^^tre le ferment de I'urte [Jnnales scienlifiques de V6cole Normalc, 
t.l, 1864), ni ^ la fermentation ammoniacale qui est la consequence de ce d^veloppement. 
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ainsi, le i4 octobre 1867, j'introduis dans un flacon deaoo centimetres 
cubes 100 centimetres cubes d'infusion de noix de galle, je boucbe cl 
je mets a I'etuve; le liquide est encore aujourd'hui, apres sept mois, 
inallere. Bien mieux, le 10 aout 1867, j'introduis dans un ballon a 
large col 200 centimetres cubes d'une dissolution contenant I88^6sl 
de tannin, je fais bouillir quelques minutes, et j*abandonne le ballon 
a Tetuve sans le boucher. Le 8 octobre, apres deux mois de sejour a 
Tetuve, il nes'est pas forme trace d'acide gallique, et le liquide evapore 
donne un residu de tannin pur qui pese iS^SSg. Mais la reussite de ces 
experiences depend de conditions que nous apprendrons tout a Theure 
a connailre et qui ne sont qu'exceptionnellement realisees. 

II est done etabli que le tannin ne se change pas en acide gallique 
par une oxydalion lente, comme le croyaient MM. Pelouze et Liebig, 
et comme on continue encore a I'admettre aujourd*hui, sans prejudice 
du ferment soluble dont nous avons demontre I'existence purement 
imaginaire. 

Mais s'il n*y a ni action d*un ferment soluble, ni oxydation lente, si 
Toxygene de I'air est necessaire a la transformation du tannin, et s'il 
ne suffit pas a la produire, quelle en est done la cause prochaine? 

III. — Pour que le tannin se transforme il faut^ et il sujjit^ 
qu'un mycelium de Mucedinee se diveloppe dans sa disso- 
lution. 

Deux champignons apparaissent naturellement, tantot tons deux en- 
semble, tantot isolement, dans les dissolutions de tannin abandonnees 
a I'air, toutes les fois qu'il s'y forme de I'acide gallique; il s'agit d'cn 
semer les spores et d'en suivre le developpement : ce sont le Penicillium 
glaucum et un Aspergillus a spores herissees, voisin par consequent de 
V Aspergillus glaucusy mais qui, par la couleur noiratre que ses spores 
conservent dans les milieux les plus divers (i), par Todeur musquee 



(i) J'ai sem^ ces spores sur du pain mouille, sur des tranches d'orange, etc., et sur des 
milieux artificiels contenant, les uns du tartrate acide d'ammoniaque et des cendres dc levi^re, 
les autres du sucre, du nitrate d'ammoniaque et des phosphates ; partout elles se sont d6ve- 

Annaies seientifiques de I'Ecole Normale superieure. Tome VI. 5 
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qu'elles exhalent el par quelques autres caracteres encore, in*a paru, 
ainsi qu'a M. le docteur L6veille» doDt je suis heureux de pouvoir invo- 
quer ici la grande autorite* constituer uDe espece distincte et nouvelle; 
appelons-le Aspergillus niger; nous en decrirons les caracteres a la fin 
de ce Memoire. 

Semons maintenant dans un des ballons a col recourbe du para- 
graphe II, qui, laisses a eux-memes, ne s'alterent jamais, quelques 
spores de Tune ou de Taulre de ces Mucedinees; empechons toute ve- 
getation superficielle, et nous verrons, en meme temps que ces spores 
developperont dans Tinterieur du liquide de beaux flocons de myce- 
lium, le lannin subir une destruction progressive, qui se trahira bien- 
tot par la formation de cristaux de plus en plus nombreux d'acide 
gallique ct qui, apres quelques jours, sera complete. Si le liquide res- 
tait indefiniment inaltere dans ces ballons, c'etait done uniquement 
parce que Tintroduction des spores des deux Mucedinees que Tair ren- 
ferme etaitrendue impossible par la disposition du col. 

Co mycelium exige pour respirer et se developper une petite quan- 
tite d'oxygene libre qu'il transforme en un volume egal d*acide carbo- 
nique; il en resulte que si Ton interdit rigoureusement Taccbs de Fair, 
comme nous Tavons dit au paragraphe I, la dissolution devra se con- 
server indefiniment, bien qu'on puisse, ainsi que je Tai fait souvent, y 
avoir depose k Tavance d'innombrables spores des deux Mucedinees 
actives; mais que Ton debouche les flacons, et Ton verra ces spores 
germer, developper un mycelium floconneux et provoquer en meme 
temps la transformation correlative du tannin. 

Ainsi, Pair tout seul est inactif; seules, les spores du PeniciUium et de 
Y Aspergillus demeurent impuissantes; il faut et il suffit que la disso- 
lution rcQoive a la fois une spore de la Mucedinee active et le contact 



lopp^es et ont reproduit la plante avec tous ses caracteres. J'ai pu d'ailleurs, k plusieurs 
reprises, observer le d^veloppement spontane de cette Muc^din^e sur dupain, sur de 
Turine demeur^e acide, sur des mati^res sucr^es, sur des feuilles mortes, etc. C*est done 
une plante extrSmement r^pandue dans la nature, et dont le r61e physiologique est tr^s-im- 
portant. 

C'est encore, nous nous en sommes assures ensemble, de cet Aspergillus niger qu'il s'agit 
dans les recherches chimiques que inon ami M . Raulin poursuit depuis plusieurs ann^ sur 
la v^tation des MucMin^ dans les milieux artificiels. 
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d'une quantite d'oxygfene suffisante pour faire germer cette spore et 
ia developper en un abondant mycelium. C'est done Tair qui apporle 
au taonin les deux principes dont 1'action commune est n^cessairc a 
sa destruction, les spores et Toxygene; il est a la fois vehicule et ali- 
ment. 

Mais ce n'est pas tout : il faut encore que les spores trouvent dans la 
dissolution aeree oil elles tombent, a cote du tannin qui n'est pour elles 
qu'une source d'aliment carbone, a cote de I'oxygene qui est neces- 
saire a la respiration incessante dOnt tout etre vivant est le siege, les 
principes azotes et mineraux indispensables a leur developpement. 
Dans I'infusion de noix de galle, ces principes abondent, aussi la vege- 
tation du mycelium y est-elle tres-active, et la transformation du tannin 
rapide; le developpement de la plante est penible au contraire, et lente 
la destruction qu'il provoque, dans une dissolution aqueuse de tannin 
du commerce; la transformation peut toutefois s'y accomplir totale- 
ment avec le temps, et cela tient a ce que le tannin du commerce est 
loin d'etre pur; il contient une certaine quantite de principes gras, 
azotes et mineraux que Tether a entraines et dont une partie est inso- 
luble dans Teau (3 pour loo environ du poids du tannin), tandis que 
Tautre s'y dissout avec lui; mais cette source est pauvre, et Ton accelere 
singulierement la marche des deux phenom^nes correlatifs, on la rend 
presque aussi rapide qu'avec la noix de galle, si Ton ajoute a la disso- 
lution de tannin une petite quantite de nitrate d'ammoniaquc et de 
cendres de bois ou de levure. 

Introduites dans une dissolution aeree de tannin pur dans Teau dis- 
tillee, les spores ne se developpent pas et le tannin demeure inaltere. 

Apr^s avoir analyse ainsi et resume les conditions generates qu'il est 
necessaire et suffisant de remplir pour que le tannin se transforme, 
nous devons prendre, parmi les nombreuses experiences que nous 
avons realisees, quelques exemples a Tappui de chacune des assertions 
qui precedent. 

1 . Vegetation du mycelium dans l* infusion de noix de galle. — Le 

8 oclobre 1867, dans trois flacons A, B, C, de 4oo centimetres cubes 

de capacite, j'inlroduis 200 centimetres cubes d'une infusion de noix 

de galle fillree, bouillanle et contenant io«',5 de tannin pour 100 cen- 

5. 
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timelres cubes (i); je bouche les flacons. Quand le Hquide est refroidi, 
je seme dans B des spores de PenicilUum glaucum, dans C'des spores 
A' Aspergillus niger, et je place les trois flacons a T^tuve a 35 degres. 
Le surlendemain, les spores se sor^t developpees, mais d*une maniere 
diflerente pour les deux Muc^dinees. Celles du PemcilUum ont produit 
des flocons spheriques, tres-denses, a reflets irises, formes de filaments 
tres-minces et tres-rapproches rajfonnant autour de la spore primitive 
qui occupe le centre de la sphere, et qui s'accroissent et se ramifient 
par leurs extremit^s libres* de maniere k conserver au flocon sa forme 
spherique; s'il y a des variations dans la temperature, les variations 
correspondantes dans la vitesse d'accroissement sont indiqu6es sur le 
flocon par des zones concentriques. Les spores de V Aspergillus forment 
aussi des flocons d*abord spheriques, mais beaucoup plus legers et sans 
chatoiement; les fllaments rayonnants qui les constituent sont plus 
gros, plus ecartes, et leur developpement ulterieur se fait souvent de 
maniere a donner au flocon une forme irr6guliere. Get aspect diflerent 
permet, quand le mycelium apparait dans une infui>ion abandonnee au 
contact de I'air, de reconnaitre immediatement a laquelle des deux 
Mucedinees il appartient. Des deux parts on a soin, si quelque flocon 
lend a se fixer a la surface, de le faire tomber au fond, et d'empecber 
ainsi toute vegetation superficielle et toute fructification; on verra plus 
loin que cette condition est fort importante. Le ii octobre, on voit 
apparaitre dans C les premiers cristaux d'acide gallique; ils ne com- 
niencent a se former dans B que le la. Les jours suivants, les cristaux 
augmentent rapidement a mesure que les flocons se developpent, et il 
• se forme au fond du vase une couche melee de mycelium et de cristaux; 
le 1 4 octobre, le liquide de C ne precipite plus par la gelatine, la trans- 
formation y est complete apres six jours; mais ce n'est que le i6 
qu'elle est achevee dans B. Pendant tout ce temps, il ne s'cst rien de- 
veloppe dans A, et le tannin y est encore aujourd'hui, apres sept mois, 
inaltere. 
Cette experience comparative montre que le simple developpement 



(i) Le tannin a ^t6 dos6, dans tout le cours de ces recherches, au moyen d*une dissolu- 
tion titr^ de gelatine contenant 5 grammes de gelatine par litre, suivant le proc6d^ de Feh- 
ling. [Journal de Pharmacie, 3* s^rie, t. XXVI, p. Si; i854.) 
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du mycelium suffit a transformer le tannin dans Finfusion de noix de 
galle; on voit aussi que les deux Mueedin6es ne paraissent pas agir 
avec la meme activite; des deux, c'est V Aspergillus niger qui, dans les 
circonstances actuelles de concentration et de temperature, possede la 
plus grande energie. 

2. Vegetation dans la dissolution aqueuse de tannin. — Le 17 octobre 
1 867, j'introduis dans chacun des ballons A et B 200 centimetres cubes 
d'une dissolution filtree de tannin du commerce, contenant 1 o grammes 
de tannin par 100 centimetres cubes; je fais bouillir le liquide pendant 
quelques minutes, et je porte A a I'etuve; quand B est refroidi, j*y fais 
tomber des spores A' Aspergillus niger, aprfes quoi je le place a Tetuve a 
cote du premier; les deux ballons sont ouverts. Les spores se develop- 
pent les jours suivants dans R; le iiS octobre, le mycelium est bien 
forme, et les cristaux d'acide gallique ont commence a se deposer; le 
mycelium se developpe lentement ensuite, et le nombre des cristaux 
augmente peu a peu; mais ce n*estque le 10 novembre que la dissolu- 
tion ne precipite plus par la gelatine. Ainsi la concentration et la quantite 
de tannin detruite etant les memes, oil il suffisait de six a huit jours 
dans In noix de galle, il en faut vingt-trois, et souvent davantage, dans 
la dissolution aqueuse de tannin. II ne s*est d'ailleurs rien developpe 
dans le ballon A place a cote du premier, et oil je n'ai rien seme ; le 
tannin y est demeure inaltere jusqu'au 8 decembre. Ce jour-lJi, je seme 
dans le liquide des spores d' Aspergillus ; elles se developpent les jours 
suivants et determinent bientot la formation de cristaux nombreux 
d'acide gallique; en un mot, quand on y a introduit des spores, ce 
ballon s'est comporte comme le premier. II faut ajouter qu'il est rare 
.de pouvoir ainsi conserver longtemps k Tetuve, dans un ballon k col 
droit et ouvert, une dissolution bouillie de tannin; j'en ai deja cite un 
exemple a la page 33; le liquide rcQoit le plus souvent, apres quelques 
jours, des spores que Tair charrie, et qui s'y developpent. 

Ainsi la transformation se fait dans une dissolution aqueuse de 
tannin, aux memes conditions que dans I'infusion de noix de galle; 
mais elle y est beaucoup plus lente, surtout dans la seconde moitie de 
sa duree; assez active d'abord, elle ne s'acheve que tres-peniblement. 
La possibilite de ce d^veloppement s*explique, comme je Tai d^j^ dit. 
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par les substances etrangeres que contient le tannin du commerce. 
Quand on dissout dans Teau loo grammes de ce corps, il surnage une 
mousse verdatre et grasse, qui, recueillie sur un filtre tare, pfese> apres 
dessiccation, 3 a4 grammes; mais ce n'est la que la partie insoluble 
des impuretes; une autre partie se dissout avec le tannin, et Tun 
des principes absorbe rapidement Toxygene de Tair en passant au 
jaune rougeatre : de Ik la coloration inevitable des dissolutions. C'est 
dans ces matiferes etrangeres que le mycelium trouve les aliments 
azotes et mineraux qui lui sont necessaires; mais cette source est 
pauvre : de la le developpement penible de la plante et la lenteur de la 
transformation ; aussi les deux phenomenes s'accel^rent-ils en mSme 
temps si Ton ajoute au tannin un sel d'ammoniaque et des phos- 
phates. 

3. Vegetation avec nitrate d'ammoniague et phosphates. — Le 8 oc- 
tobre, j'introduis dans deux flacons A et B, de 25o centimetres cubes 
de capacite, qoo centimetres cubes d*une dissolution bouillante, con- 
tenant, par loo centimetres cubes, lo grammes de tannin, o^,i de 
nitrate d'ammoniaque et o«^I de cendres de levure; je bouche les fla- 
c(^ns et les mets a I'etuve ; quand ils en ont pris la temperature, je 
seme dans B des spores (\* Aspergillus niger; elles se developpent en 
mycelium ; les cristaux d'acide gallique se deposent bientdt, et, le 1 3 oc- 
tobre, le liquide ne precipite plus par la gelatine; dix jours ontsuffi, 
la oil il en fallait viugt-trois sans nitrate et phosphates. Le liquide A oil 
je n*ai rien seme est encore inaltere. J'ai souvent obtenu dans ces mi- 
lieux artificiels une transformation aussi rapide, quelquefoismeme plus 
rapideque dans I'infusion de noix do galle. 

4. Concentration diverse. — J'ai laisse jusqu'ici la concentration 
constante, et de lo pour too. La conversion du tannin se fait tres-faci- 
lement, cela va sans dire, dans des liqueurs plus ^tendues, contenant, 
par exemple, 5 grammes ou a^^5 pour loo centimMres cubes, et il m'a 
semble que, dans ce cas, le Penicillium glaucum se d^veloppe plus faci- 
lement que V Aspergillus niger, qui convient mieux, au contraire, aux 
dissolutions plus concentrees. Mais y a-t-il une limite superieure? J'ai 
toujours vu la destruction du tannin s'operer tres-rapidement dans les 
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dissolutions les plus coDcenlrees, celles qu*on obtient, par exemple, eo 
dissolvant loo grammes de ce corps dans 200 centimetres cubes d'eau; 
le phenomene revet alors un aspect curieux. Les spores A' Aspergillus 
introduiles dans ce liquids se developpent en tlocons de mycelium ; 
des le lendemain, des cristaux d*acide gallique se deposent en grand 
nombre; on les voit recouvrir les filaments du mycelium et y former 
des chapelets de plus en plus longs, qui bientot se detachent pour con- 
stituer au fond du vase un depot blanc de plus en plus 6pai8; c'est en 
quelque sorte a vue d'oeil que se produisent et tombent ces cbaines 
cristallines, etTon pent suivreainsi, parsa manifestation exterieure, la 
marche du phenomene; apres trois ou quatre jours, ie d^pot de cris- 
taux occupe tout le volume du liquide, et c'est alors au sein d'une pate 
cristalline que le mycelium continue de se ramifier et de se nourrir 
pour achever peu k peu la transformation. 

5. Volume d' air nicessaire . — L'air, avons-nous dit, est necessaire 
au developpement du mycelium. En efiet, apres avoir introduit les 
spores di' Aspergillus niger dans la dissolution, trailons-la comme il est 
dit au paragraphe I ; les spores ne se developpent pas, et le liquide 
demeure inalt^re. L'experience a encore ete faite de cette autre ma- 
nifere. Le 5 aout 1867, on introduit dans un flacon de i5o centimetres 
cubes une infusion de noix de galle qui a subi une longue ebullition ; 
on bouche le flacon exactement rempli; apres le refroidissement, on 
debouche pour introduire des spores AWspergiUus^ on referme aussitot, 
et on lute le bouchon a la cire. Le i5 octobre, aucun flocon de myce- 
lium ne s'est developpe, et le tannin est inaltere; on ouvre le vase : le 
lendemain, de nombreux flocons se developpent, et, le 26 octobre, il 
n'y a plus trace de tannin. 

Mais si Fair est necessaire au developpement de la plante, il faut 
ajouter qu'un faible volume sutBt a produire le poids de plante neces- 
saire a la transformation d'un poids considerable de tannin. 

Le 10 octobre 1867, j*introduis dans un flacon de 240 centimetres 
cubes aoo centimetres cubes d'une dissolution bouillie, contenant 
20 grammes de tannin, 0^,2 de nitrate d'ammoniaque, 0^,2 de cendres 
de leviire; quand le liquide est refroidi, je seme V Aspergillus niger^ et 
je bouche avec soin. Le 20 octobre, la transformation est complete; 
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4o cenlimetres cubes d'air, contenant 8 centimetres cubes d'oxygene, 
ont sufli, et au dela, pour transformer 20 grammes de tannin. 

Le 5 aout i867» j'introduis dans un flacon 248 centimetres cubes 
d'une dissolution a^ree de tannin, contenant 5 grammes de ce corps 
par 100 centimetres cubes; je seme V Aspergillus niger, et je bouche soi- 
gneusement le flacon qui est exactement rempli, sauf une bulle d'air 
sous le bouchon. Le 7 aout, un petit nombre de flocons se developpent; 
ils grandissent jusqu'au 10, apres quoi ils restent stationnaires, et se 
reunissent en une masse unique; le a4 novembre, on les retrouve dans 
le meme etat. Le dosage opere ce jour-la montre que 2 grammes de 
tannin, c*est-a-dire un sixieme du poids total, ont disparu. II y a done 
eu, aux depens de Toxygene dissous, germination des spores, develop- 
pement de petits flocons de mycelium et transformation correspondante; 
apres quoi, les choses sont demeurees indefiniment dans le meme etat, 
lant du cote de la plante que du cdte du tannin. Toutes les fois que, 
dans des conditions en apparence semblables, j'ai vu le mycelium con- 
t inner a se developper progressivement en detruisant peu a peu tout 
le tannin, j'ai pu m' assurer que le bouchon, qui tenait bien les premiers 
jours, avait cesse de fermer exactement. 

11 suiFit done de la petite quantite d'air dissous pour que la plante 
puisse germer et atteindre un certain developpement en produisant 
une certaine transformation correlative. C'est ce qui nous a oblige, 
dans notre premier paragraphe, d'eliminer le gaz de la dissolution; 
c'est ce qui explique encore pourquoi on a pu observer quelquefois 
des transformations totales apres un temps tres-long, dans des flacons 
oil I'acces de I'air exterieur paraissait interdit. Robiquet et M. Laroque 
s'y sont trompes, et en ont conclu que la conversion pouvait se faire a 
I'abri de I'air. 

6. Poids de plante forme . — Cette circonstance trouve d'ailleursson 
explication naturelle dans ce fait, que le mycelium, dont le developpe- 
ment provoque la destruction du tannin, a un poids excessivement 
faible, relativement au poids du tannin transforme. Si Ton a soin d*em- 
pecher toute vegetation superficielle, le poids du mycelium seche a 
I'etuve atteint ordinairemento«%oio pour 10 grammes de tannin de- 
truit, c'est-a-dire i millieme et quelquefois moins encore. Pour ali- 
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mentcr la respiralion d'un poids de plantc aussi minime, on comprend 
qu'il suflise d'une tres-faible quantite d'oxygene. 

7. Substances nuisibles. — Telles sont les principales conditions de 
la vie profonde de ees deux Muc6dinees. Ajoutons que toutes les cir- 
constances accidentelles qui genent ou empechent le developpement 
de la plante genent ou empechent au meme degr6 la transformation du 
tannin. L'addition d'une petite quantity d*alcool absolu, de quelques 
gouttes de creosote ou d'acide ph^nique, suffit a preserver ce corps 
de rinvasion du mycelium, eta en assurer la conservation indefinie. 
Mais la plante a un pouvoir de resistance tres-remarquable a Tegard de 
Tacide sulfurique; elle ne parait genee par I'acidite du milieu que 
quand on depasse une dose qui parait enorme pour un organisme 
aussi delicat. M. Laroque a etudie Taction des autres agents antisep- 
tiques, et Tinfluence nuisible qu'il leur a vu exercer est le principal 
argument qu'il invoque pour assimiler ce phenomene aux fermenta- 
tions ordinaires. 

8. Observations anciennes du mycelium. — Maintenant que nous 
connaissons la cause prochaine de la transformation du tannin, il ne 
sera peut-etre pas sans interet de remarquerque M. Laroque mentionne 
en passant, et sans y insister autrement, Texistence de la plante dont 
nous etudions les proprietes. t II se depose, dit-il, dans les liqueurs 
des flocons comme albumineux, qui, examines au microscope, se pre- 
sentent sous forme de buisson, d'oii partent des branches qui se re- 
pandent assez loin > (i). G'est precisement le mycelium en question. 
C'est encore ce mycelium qui s'est developpe quand M. Ed. Robiquet 
avu,dans des dissolutions aqueuses de tannin, c se deposer, au bout 
de quatre jours, des flocons de nature albumino'ide, qui, avec la po- 
tasse, donnent un degagement sensible d'ammoniaque > (2). Ces flo- 
cons, introduits dans une dissolution de tannin bouillie, y determinent, 
apres trois jours, une formation sensible d'acide gallique, et, apres 
onze jours, une transformation totale. Pour donner une idee de Telat 



(i) Loc, ci'i,, p. ao4. 
(a) Loc. rit.y p. 245. 

Annates scientifiques de Vilcole Normale superieure. Tome VI. 
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des esprits au sujei de la nature des fermentations en Tannee i854f il 
suffira de dire queM. Ed. Robiquet n'a pas memesonge a examiner, 
comme Tavait fait M. Laroque, la structure de ces flocons, dont il 
reconnaissait Taction si efBcace; ils sont de nature albuminoide, et cela 
suffit; I'auteur se croit autorise a en conclure que ce sont des flocons 
de pectase, qui, toute formee dans la noix de galle, a ete entrainee a 
Tetat soluble dans la preparation du tannin, et s'est d'abord redissoute 
avec lui pour se precipiter ensuite de nouveau en reprenant Tetat de 
pectase insoluble. 

Nous avons ^tabli que c'est le d^veloppement du mycelium du 
Penicillium glaucum ou de V Aspergillus niger qui provoque la trans-" 
formation du tannin; nous avons analyst Ics conditions de milieu aux- 
quelles sont liees la vie de la plante et la conversion qui lui est correla- 
lative; examinons maintenanten quoi consiste cette conversion. 

IV. — /,« transformation du tannin est toujours un dedouble- 
ment en acide gaUique et en glucose a\^ec fixation des SlSments 
de I'eau. 

Sous rinfluence de la vie et du developpement du mycelium, le tannin 
se d^double en acide gallique et en glucose avec fixation des elements 
de I'eau suivant T^quation : 

oil Ton a triple la formule primitive C'^H^O^^donnee par MM. Pelouze 
et Liebig, pour lui faire representer Tequivalent reel du tannin (i); 

(i) M. Strecker altdre la formule admise pour le tannin et le repr^sente par C**H"0'*; 
r^quation devient alors 

c est-a-dire que 46G grammes de tannin donnent 376 grammes d'acide gallique et 
180 grammes de glucose, ou bien que 10 grammes de tannin produisent 8<%o6 d'acide gal- 
lique et Z*\S2 de glucose. La proportion d*acide gallique est sensiblement la m^me, mais le 
glucose est en proportion plus forte d'environ un quart. Comme je n*en ai jamais obtenu 
m^me la quantity indiqu^e par T^uation du teste, il m'a ^t6 impossible de d^ider entre 
les deux, et j*ai dil choisir celle qui, avec I'avantage de conserver Tancienne formule du 
tannin, donne pour le glucose le nombre le plus faible. 
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c'est-a-dire que 636 grammes de tannin donnent 564 grammes d'acido 
gallique et 180 grammes de glucose, ou encore que 10 grammes de 
tannin produisent 8«%02 d'acide gallique et a«',8a de glucose. 

Je vais citer pour exemple une des nombreuses experiences que j'ai 
realisees : 

Le 17 octobre 1867, j'inlroduis dans un vase cylindrique ouvert 
5oo centimetres cubes d'une dissolution contenant 48^'»3 de tannin 
(5o«'— |K',7 de residu gras insoluble), o«',5 de nitrate d'ammoniaque, 
o«S5 de cendres de levure. Je sfeme V Aspergillus niger^ et je place Ic 
vase a I'etuve k 35 degres; d^s le lendemain, les spores se developpent 
en flocons lagers; le ao, apparaissent les premiers cristaux d'acide gal- 
lique, et le 37 octobre, aprfes dix jours, le liquidc ne precipite plus par 
la gelatine. Le mycelium s'est developpe abondamment dans les parties 
profondes, et Ton a eu soin d'empecher toute vegetation superficielle 
en refoulant les flocons qui tendaient a se placer a la surface. On filtre 
le liquide; le filtre tare retient a la fois les cristaux d*acide gallique et 
le mycelium ; on le lave ^ Teau bouillante jusqu'a ce que tout Tacide 
soit entraine; le filtre, seche et pese, donne pour le mycelium forme 
o«',o22; c'est a peine yj^ du poids de tannin detruit. Le liquide eva- 
pore dans une capsule laree donne un residu forme d'acide gallique et 
de glucose qui pese 4B^»i; on le reprend par Teau qui dissout le glu- 
cose et une partie de I'acide gallique; on jette sur un filtre tare, on lave, 
on secbe,on obtient pour I'acide gallique non dissous23^,5; le liquide 
filtre est precipite par un exces d'ac^tate de plomh; on fait bouillir, 
on pese le gallate de plomb sec sur un filtre tare; on en deduit le poids 
d'acide gallique precipite, i5 grammes; acide gallique total, 38^S5. Le 
liquide traitc par un courant d'acide sulfhydrique qui elimine le plomb 
en exces, filtre et evapore doucement, donne un sirop jaune, oil le glu- 
cose est dose par la liqueur titree de Fehling; on en trouve 9^', 4> cc 
qui s'accorde avec la ^difference 

48«S I — 38«S5 = 9«%6. 

Theoriquement, 488',3 de tannin doivent donner 52«^35 de residu 

solide ainsi compose : 38*^,74 d'acide gallique et i3«%6i de glucose. 

La coniparaison av/BC les quantit^s obtenues par fermentation montre 

que I'acide gallique se retrouve tout entier, mais que le sucre est en 

6. 
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quantile notablement moindre; il y a eu perte ou plutot utilisation 
sp^ciale de 4 grammes de glucose. 

Ainsi, disparition d'une eertaine quantite de sucre el production 
simultanee d'un mycelium, tels sont les deux faits correlatifs qui s'ob- 
serveiit pendant le dedoublement du tannin, et qui doivent servir a 
Texpliquer; le sucre disparu est employe a la fois a la formation des 
tissus de la plante et a la combustion incessante dont ils sont le siege, 
et qui constitue sa respiration. 

Dans toutes les experiences faites dans ces conditions, j*ai toujours 
obtenu le poids total d'acide gallique indique par Tequation, et tou- 
jours aussi le sucre s'est trouve en proportion notablement moindre, 
et d'autant plus inferieure au nombre theorique que la fermentation 
avait mis plus de temps k se terminer. Ceci m'amene a dire ce qui se 
passe une fois que tout le tannin s'est dedouble, quand on laisse le 
liquide a I'etuve. On voit alors le mycelium continuer a se developper 
au fond du vase, en xnemh temps que la quantite de glucose diminue 
progressivement. Cest ainsi que, dans une liqueur install^e le meme 
jour que la precedente et absolument dans les memes conditions, ou 
la fermentation etait achevee le ^28 octobre, mais qui avait ete laissee 
a Tetuve jusqu'au i5 novembre, j'ai retrouve une proportion identique 
d'acide gallique, mais seulement S^SS de glucose. Dans une autre expe- 
rience, oil le liquide, apres la destruction totale du tannin, a etc laisse 
a Tetuve pendant un mois, et oil Ton a eu soin d'empecher pendant ce 
temps tout developpement superficiel de mycelium, on a retrouve en- 
core tout I'acide gallique, mais seulement des traces de glucose. Cest 
i'.ette marche des choses qui explique le resultat negatif obtenu par 
M. Ed. Robiquet, resultat qui Tavait conduit a afBrmer que, dans sa 
transformation spontanee, le tannin ne produit pas de sucre, mais seu- 
lement de Tacide gallique. 

Enfin, quand le glucose lui-meme a disparu completement pour 
alimenter le developpement des tissus et la respiration de la plante, 
Tacide gallique, jusque-la respecte, est attaque a son tour et diminue 
progressivement. 

En resume, c*est au glucose que le tannin pent lui fournir en se de- 
doublant, que la plante empruntc les aliments hydrocarbones neces- 
saires a la constitution de ses tissus et a la combustion lente dont ils 
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sont le siege incessant, et cette circonstance explique le noecanisme du 
dedoublenfient. 

Fermentation alcooUque consecutive , fermentation industneUe.— Mais 
si le glucose, une fois mis en liberie par le nnycelium, peut, quand il 
ne reste plus de tannin, servir d'aliment carbone au developpement 
ulterieur de la plante, il peut aussi alimenter au meme litre d'autres 
organismes qui eussenl ele par eux-memes impuissants k le degager 
de sa combinaison avec Tacide gallique; par exemple, il pourra subir 
la fermentation alcoolique avec production de son ferment particulier, 
la levure de biere. Quoique je n'aie pas vu une seule fois» dans le cours 
de ces experiences, cette fermentation apparaitre spontanement dans 
les liquides oil le glucose se trouvait en liberte, meme longtemps 
apres la disparition du tannin, cependant il m'a ete tres-facile de la 
provoquer toutes les fois que je I'ai voulu. II suffit d'introduire une 
petite quantite de levure de biere dans 'la dissolution, apres que le 
tannin y a disparu, ou du moins lorsqu'il n'en reste plus qu'une quan- 
tite insuffisante pour tuer les cellules de levure en en coagulant le 
contenu albumineux, pour determiner un d^gagementabondant d'acide 
carbonique, une production d*alcool et une formation simultanee de 
nouvelles cellules de levure : tout cela se comprend de soi-meme. Mais 
ce fait, qui ne se presente que tres-rarement ou pas du tout dans les 
recherches de laboratoire, surtout quand on n'emploie que des liquides 
filtres et limpides, devient plus frequent quand on se sert de la noix de 
galle pulverisee, delayee dans Teau. Braconuot a observe, des 1818, les 
fermentations alcooliques qui se developpent dans ces circonstances. 
Or, c'est precisement dans ces conditions que Ton se trouve dans la 
fabrication industrielle de Tacide gallique; j'ajoute que dans cette fa- 
brication on a le plus grand interetaceque le glucose soitpromptement 
elimine, car il se dissoudrait avec Tacide gallique dans Teau ou dans 
I'alcool bouillants, par lesquels on traite la pate, et il en empecherait 
ensuite la cristallisation. La fermentation gallique, telle que la com- 
prennent les industriels, u'est done r^ellement achevee que quand le 
Sucre a disparu en laissant a nu Tacide gallique facile a extraire desor- 
mais et a purifier. Or, comme cette disparition du sucre est le seul phe- 
nomfene qui se manifeste a Texterieur par un d^gagement gazeux, les 
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fabricants prennent ce degagement pour apprecier I'etat de la fermen- 
tation gallique; pour eux, la fermentation gallique commence quand 
la masse pateuse se souleve et se gonfle : le temps considerable qui 
s'ecoule jusque-l^, et pendant lequel la masse demeure affaissee et 
silencieuse, est jugee necessaire a la destruction par I'eau des tissus de 
la noix et a la formation de la pate; la fermentation gallique est en 
pleine activite quand la masse fortement boursouflee degage beaucoup 
d'acide carbonique et de vapeurs alcooliques; elle est terminee quand 
la masse retombe et s'affaisse et que les petits cristaux d*acide gallique, 
debarrasses de Tenduit qui les empatait, brillent k Toeil. Quand le de- 
gagement gazeux tarde a se montrer, on dit que la fermentation gal- 
lique marche mal et on lui vient en aide en melant a la masse une 
assez forte proportion de ferment, c'est-a-dire de levure de biere. En 
un mot, nous voyons que Ton mele et que Ton confond les deux fer- 
mentations distinctes qui se succedent dans la meme cuve; la premiere, 
invisible et silencieuse, produite par le mycelium de nos Mucedinees, 
que Ton a soin, en remnant la masse tons les jours, d^empecher de 
vivre a la surface et d'y fructifier : c'est la vraie et seule fermentation 
gallique, celle ou la plante dedouble le tannin en acide gallique et en 
glucose, en faisant disparaitre une partie de ce dernier corps, pour 
former ses tissus et pourvoir k sa respiration; la seconde, tumultueuse 
et rapide, produite par la levtire de bifere et qui porte sur le sucre res- 
tant pour le convertir en alcool et en acide carbonique, et permettre 
ainsi Textraction facile de I'acide gallique; mais cette derniere ne 
commence et ue pent commencer qu'a une epoque oil il ne reste plus 
qu'une quantite tres-faible de tannin, et oil la premiere est presque 
entierement terminee. 

(Test une confusion semblable que fait M. Laroque, quand il dit en 
comparant la transformation du tannin a la fermentation alcoolique : 
< Je crois qu'il est impossible de separer ces deux sortes de fermenta- 
tion, car dans Tune comme dans Tautre il y a degagement de gaz, de- 
gagement dechaleur, developpement de ferment et transformation d'un 
corps en un autre. Je dis qu'il y a depot de ferment : en effet, si Ton 
examine au microscope une poudre d'un blanc jaune ou grisatre qui 
se depose, soit dans une maceration de noix de galle, soit dans une 
infusion filtree, on retrouve dans ce depot toutes les proprieles du fer- 
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ment do biere; toutefois celui de la noix de galle est plus petit, les glo- 
bules soDt plus pales et sous forme de chainons... (p. 2o3). > Ces glo- 
bules de levure n'apparaissent que quand il y a fermentation alcoolique 
consecutive; leur existence et leur developpement ne sont nullement 
lies a la fermentation gallique (i). 

P9uvoir rotatoire du tannin, — Nous avonsvu que, sous Tinfluence 
de la vie du mycelium et sauf une parlie du glucose qui disparait pour 
former et nourrir la plante, le d^doublement du tannin s*operecomme 
dans Texperience de M. Strecker. II convient maintenant de rappeler 
que M. Buignet [i) a ajoute a cette experience un element interessant en 
determinant le pouvoir rotatoire du sucre qui s'y produit et en montrant 
qu'il est de 4- 53 degres, c'est-Mire 6gal a celui du glucose d'amidon 
et de meme sens que lui. J'ai de mon cdte obtenu ce meme nombre avec 
le sucre retire du tannin par fermentation, en meme temps que je me 
suis assure que Tacide gallique n'exerce aucune action sur la lumiere 
polarisee; tout au moins 4 grammes de cet acide dissous dans 3o centi- 
metres cubes d'alcool n'ont-ils pas fait reparaitre Timage avec le tube de 
2o centimetres. Yoilk done une substance, le tannin, regardee comme 
inactive, puisqu'il n'est dit nulle part qu'elle soit douee du pouvoir 
rotatoire, et qui, par une simple fixation d'eau, se dedoublerait en un 
corps dextrogyre, le glucose, et en un corps inactif, I'acide gallique. 
Or Tapparition de la propriete rotatoire moleculaire dans les derives 
d'un corps qui ne la poss^de pas lui-meme serait un fait jusqu'a pre- 
sent sans exemple. Le tannin est-il done reellement inactif? 

Je me suis assure que le tannin devie vers la droite le plan de pola- 
risation de la lumiere incidente. 

La coloration jaune-rougeatre des dissolutions, trfes-intense quand 
elles sont concentr^es, etque je n'ai pu, avec le tannin que j'avais a 



( I ) En 6tudiant la transformation de Tur^e en carbonate d'ammoniaque et de Tacide hip- 
purique en acide benzo'ique et en glycolammine, j*ai d^j^ eu Toccasion de signaler des cir- 
constances oi!i deux et mdme trois fermentations distinctes, simultan^es ou succ^ssives, 
s'accomplissent au sein du m^me liquide, et de montrer que chacune d'elles a son ferment 
particulier absolument comme si elle 6tait seule, que chacune d'elles est directe au m6mo 
titre. (Annales scientifiques de i'£cole Normale, 1. 1; i864.) 

(a) Buignet, Annnles de Chimie et de Physique, 3" s6rie, t. LXI; i96i. 
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ma disposition, ni eviler, ni faire disparaitre, rend tres-ditficiles les 
mesures precises du pouvoir rotatoire avec Fappareil de Biot. Mais le 
nouveau polarimetre de Wild-Hofmann, qui donne des rotations assez 
grandes avec un tube de 5 centimetres, m'a ete, dans cette circonstance, 
d'un precieux secours. Avec ce petit appareil, une dissolution limpide 
de 32«^8 de tannin dans laS centimetres cubes d'eau distillee, m'a 
donne dans le tube de o™,o5, et a la temperature de*i6 degrei^ une 
rotation de 5 degres, qui, rapportee a Tanalyseur, se fait vers la droite. 
On a done pour le pouvoir rotatoire du tannin : 

Ainsi point d'anomalie : le tannin poss^ e un pouvoir rotatoire de 
meme sens que celui du glucose qu'il produit, et qui est a ce dernier 
comme i est a i ,4 ; niais si Ton compare la quantite totale d'action rota* 
toire moleculaire du milieu, avant et apres la fermentation, on voit 
qu'elle a diminue dans le rapport de 38 a i5. 



V. — Quand la plante vit et fructifie a la surface, elle brule 

directement le tannin sans le dedoubler. 

Nous avons jusqu'ici, dans toutes nos experiences, evite avec soin la 
vegetation superficielle du mycelium. C'est qu'en effet, pour que le 
dedoublement que nous venons d'etudier s'opere integralement, il est 
necessaire que la plante vive et se developpe dans la profondeur de la 
dissolution; nous savons que le poids des flocons de mycelium formes 
est alors tres-faible, i millieme environ du poids de tannin transforme, 
et quelquefois moins encore. Laissons au contraire la Mucedinee s'etaler 
a la surface et y former une membrane continue, bientot recouverte 
d'innombrables fructifications, et nous la verrons agir tout autrement. 
La plante brule alors rapidement et directement le tannin en exhalant 
de grandes quantites d'acide carbonique; il ne se fait de dedoublement 
que celui qui correspond au faible developpement des parties plongees 
du mycelium, et le glucose forme est brule k son tour et disparait avant 
I'acide gallique; de sorte que tout ce qu'on retire d'une dissolution 
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concentree de tannin, apres quelques jours d'une vegetation super- 
ficielle active, c'est une faible quantite d'acide gallique. Prolonge-l-on 
un pen I'action, apres la destruction du tannin, le residu estsensiLle- 
ment nul, I'acide gallique ayant ete brule a son tour. Mais, en revanche, 
le poids de plante form6 dans ces conditions est tres-considerable et 
pent atteindre -^ et jusqu'a j du poids du tannin detruit. 

Prenons un exemple ; 

Le igoctobre 1867, je mets a I'eluve, dans un cristallisoir, 3oo cen- 
timetres cubes d'une dissolution contenant i4^,55 de tannin purifie, 
06^,3 de nitrate d'ammoniaque, o«%3 de cendres de levure, et je projette 
a la surface des spores de Penicillium glaucum. Le 21, la surface est a 
moitie recouverte d'un mycelium membraneux dejJi verdissant; quel- 
ques flocons flottentdansle liquide; le 23, elle est entierement envahie 
par line magnifique couche verte qui s*epaissit et se developpe encore 
les jours suivants en se creusant de rides profondes et en laissant exsu- 
der de nombreuses gouttelettes d'eau. Le 28 octobre, je mets fin k Tex- 
perience : le developpement des flocons interieurs est demeure tres- 
faible; il ne s'est pas depose de cristaux d^acide gallique. La plante, 
recueillie sur un filtre tare, Iav6e a I'eau bouiliante et sechee, pese 
S*', 10. Le liquide, evapore dans une capsule taree, laisse un residu de 
3«',4o; la difference avec i58%i5, 11^,75, donne le poids de matiere 
disparue; ii«%75 de matiere ont done ete absorbes par la plante, et 
fix6s ou repandus par elle dans le milieu exterieur; en en retranchant 
le poids de la plante formee, on a 8«^,65 pour la matiere consumee. Les 
3^,40 de residu, en negligeant ce qui pent y rester de nitrate d'ammo- 
niaque et de phosphates, sont redissous et traites par une liqueur titree 
de gelatine dont il faut 35 centimetres cubes pour precipiter entiere- 
ment 0^,2 d6 tannin; il en faut 365 centimetres cubes pour obtenir la 
precipitation totale, ce qui correspond a 2^%i de tannin non detruit. 
On filtre la liqueur, on la precipite par un exces d'acetate de plomb, on 
fait bouillir, on filtre, et Ton obtient 5 grammes de gallate de plomb 
sec, qui contiennent i*f',4 d'acide gallique forme : total, 3«%5. II n'y a 
done pas de glucose dans le residu : ce qu'on verifie en s'assurant que 
la liqueur debarrassee par I'acide sulfhydrique de I'exces de plomb 
qu'elle renferme, et filtree, ne precipite pas la liqueur de Fehling. En 
somme, il a dlsparu i2^S45 de tannin, et comme is',4 d'acide gallique 

jinmUes scientifiques de Vtcole Normale supirieure. Tome VI. "J 
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. forme correspond a i^%7/» tie tannin dedouble, et a 0^,49 J^ glucose 
produit, inais brAle ensuite par la plante, ces i2«^,45 de lannin se de- 
composent ainsi : 

i Tannin bri!kl4 directement sans ^tre d6doubl^ 10^^71 
/ Glucose briil^ cons6- 

V Tannin d^oubl6. . i''",74 1 cutivement o'%49 

Acide gallique rcslant. i'%4o 



Dansuue autre experience installee le 25 octobre, 3oo centimetres 
cubes d'uue dissolution contenant 29 grammes de tannin purifie, et une 
petite quantite de nitrate d*ammoniaqueet de cendresde levure, ont ete 
places a Tetuve dans un tres-large cristallisoir. On y projette des spores 
A' Aspergillus niger, qui, au bout de trois jours, ont envahi toute la sur- 
face en y formant une magnifique croute, couverte de fructifications 
d'abord jaunes, puis d'un brun chocolat, enfin noires et exhalant une 
forte odeur musquee; les jours suivants, la plante continue de s'etendre 
et sa surface se creuse de rides profondes, en meme temps qu'elle se 
couvre de nombreuses et fines gouttelettes d'eau. Le3 novembre« apres 
huit jouris d'action, on enleve la plante; elle pesc, lavee et seche, 
38S5. Le liquide evapor6 laisse un residu de 2«',6, oil Fanalyse montre 
1^*^,1 de tannin non encore detruit, et i<%5 d'acide gallique forme, 
correspondant a i^%9 de tannin dedouble, sans qu'il y ait traces de glu- 
cose. Ainsi : 

i 

I Tannin brOI6 sans d^doublement 2,&\oo 
Tannin d6doubl6 par le ( ^^"^°^ ^^^^ ^^" 
.»«r^Ai;..»> ^^tn.^A .«r « \ cutivement o»',5a 
mycelium proiond. 1*^,9 J . ., „ 

I Acide gallique restant. l'^$o 



Le poids total de matiere disparue en huit jours est de 26^%52, qui 
ue sont repr^sentes que par 3s%5 de plante; le reste, 23 grammes, a ete 
consume. 

Cest pendant les deux premiers jours qui suivent I'ensemencement, 
quand les plaques superficielles issues de la germination des spores 
n'ont pas encore, en se rencontrant et en s'enchevetrant, envahi toute 
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la surface du liquide, que les flocons interienrs, vivant aux d6pens do 
Toxygene dissous, provoquent le faible dedoublement que nous avons 
constate dans les exemples precedents; il y a tout a la fois, pendant 
cette courte periode, combustion directe du tannin a la surface et de- 
doublement dans la profondeur. Mais aussitot que la surface est entie- 
rement recouverte par le champignon en voie de fructification, il ne 
pent plus arriver desormais d'oxygene aux flocons profonds; ils cessent 
alors de se developper et d'agir; ils se comportent comme s'ils se trou- 
vaient dans un flacon rempli et hermetiquement bouche, et le dedou- 
blement en demeure indefiniment au point oil il etait au moment de 
Tocclusion superficielle; la plante n'agit plus alors sur le milieu que 
par combustion directe, en faisant rapidement disparaitre le tannin. II 
en resulte qu'on pent donner a Texperience une forme saisissante. 

On introduit la dissolution de tannin dans un matras a long col 
qu'elle remplit jusque vers le sommet, et Ton projette k la surface 
les spores d!" Aspergillus niger; elles germent et constituent en rooins 
d*une demi-journee unepellicule qui occupe toute la surface du liquide 
en se relevant un peu sur le pourtour pour adherer au verre, et qui 
fructifie bientot; cette membrane absorbe avidement I'oxygfene de Fair 
a mesure qu'il lui arrive, pour le convertir en acide carbonique ; elle 
joueainsi le role d'un excellent bouchon qui empeche Toxygene d'ar- 
river jamais au liquide sous-jacent. 11 se forme bien ga et la, dans la 
profondeur de ce dernier, aux depens de I'air dissous, quelques petits 
flocons de mycelium, mais leur developpement s'arrete forcement quand 
cette source precaire est epuis^e, et le tannin se conserve desormais 
et pendant plusieurs mois sans se dedoubler. Ainsi un ballon a fond 
plat, renfermant 700 centimetres cubes d'une dissolution contenant 
70 grammes de tannin, du nitrate d'ammoniaque et des phosphates, mis 
a Tetuve le 19 octobre 1867, dans les conditions precedentes, n'avait 
pas encore laiss6 deposer, le i5 fevrier 1868, un seul cristal d'acide 
gallique; mais le tannin avait peu a peu disparu dansle col et dans le 
tiers superieur du matras, oil le liquide s'etait presque decolore; des 
stries et une coloration de plus en plus forte indiquaient I'accroissement 
de densite de la dissolution k mesure qu*on s'approchait du fond. On 
pent arriver ainsi a faire disparaitre, avec le temps, tout le tannin d'une 
dissolution, par simple combustion directe, sans qu'il se forme plus 
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qu'une quanlite insignifiante d'acide gallique. La vie superticielle de 
la Mucedinee tue sa vegetation profonde. 

Suivant la maniere dont elle se developpe, la meme plante peut done 
tour a tour dedoubler le tannin sans en bruler la moindre partie, ou ie 
bruler purement et simplement sans Ie dedoubler, c'esl-a-dire prendre 
le carbone qui lui est necessaire, tantot au sucre du tannin, tautot au 
tannin lui-meme. Ces combustions rapides et totales de matieres orga- 
niques, par la vegetation superficielle des vegetaux microscopiques et 
le role important qu'elles jouentdans Teconomie de la nature, ont ete 
etudies pour la premiere fois par M. Pasteur; nous envoyons ici un 
nouvel et curieux exemple (i). 

Au point de vue industriel, il resulte de ce qui precede qu'il faut 
bien se garder de laisser le mycelium vivre et fructifier a la surface de 
la pate, de la laisser moisir, comme on dit; car, si le glucose est eli- 
mine promptement par cette voie, ce qui est un avantage industriel, si 
Tacide gallique i^oduit n'est pas brule tant qu'il reste du sucre, nous 
savons qu*une partie considerable du tannin disparait en meme temps 
par combustion directe et sans se dedoubler, ce qui diminue beaucoup 
le rendement. De la une pratique tres-simple, mais tres-importante, a 
laquelle je pense que les industriels ne manquent jamais aujourd'bui, 
sans peut-elre en bien comprendre la raison : celle de remuer lous les 
jours de fond en comble la masse a fermenter. On evite ainsi toute fruc- 
tification et toute combustion superficielle, et le dedoublement du 
tannin s'opere integralement; le glucose reste, il estvrai, dans la masse, 
mais on en est quitte pour Teliminer par voie de fermentation alcoolique 
subsequente. C'est sans doute parce qu'anciennement on negligeait 



(i) Chaquc ann^c les v6g6taux jonchent la terre de leurs debris; comment se fait Ie retour 
de CCS organes morls au sol et a I'atmosph^re d'od ils sont issus? En d'autres termes, com- 
mont les composes si complexes qui les conslituent reviennent-ils aux formes simples de la 
nature min6rale? Nos experiences ^clairent la question en ce qui concerno le tannin. On salt 
on ofTct que les organes s^par^s de la plante, les feuilles notamment, sont rapidement envabis 
|Hir le mycelium de Muc^din^ diverses, parmi lesquelles on rencontre le&Pemciliium et les 
4xf»<*rgil/u.t; ce mycelium, en se d^veloppant dans I'inU^rieur de I'organo, y d^double le 
(annin, en absorbant une partie du sucre pour constituer ses propres tissus; puis, venant 
fruclltlor k la surface, il briile d'abord le reste du sucre et le tannin non encore d^doubl^, 
4ipn>« quoi il consume peu k peu I'acide gallique. 



FERMENTATION GALLIQIIE. 53 

ette pratique, parcequ*on laissaitmoisir plus ou moins coinpleleinent 
la pate, qu'il est dit dans certains auteurs que, par le precede deSclieele, 
on ne retire de la noix de galle que 8 pour loo d'acide gallique f i). La 
noix de galle contient de l\o a 66 pour loo de tannin, qui doivent 
donner, si Ton evite toute perte par combustion, de 3a a 53 pour loo 
d'acide gallique cristallise, c'est a-dire 4^7 fois plus que la proportion 
precedente; je me suis assure, par des essais ou j'ai imite en petit les 
conditions industrielles, que la quantite d'acide gallique est, en eifet, 
«uperieure au tiers, et alteint souvent la moitie du poids de la noix. 
Mais revenons au dedoublement du tannin. 



Vf. — La plante nemet pas de principe soluble capable dagir 

en dehors de I'organisme. 

II nous reste a montrer que c'est bien par le fait meme de sa vie et 
de son developpement que le mycelium dedouble le tannin, et non par 
Taction de principes solubles secretes par lui et capables d'agir en 
dehors de Torganisme. 

Nous savons deja que quand les spores germent dans une dissolution 
aeree, mais enfermee dans un flacon bouche qu'elle remplit enliere- 
ment, elles produisent des flocons qui grandissent tant qu'il resle de 
Toxygene dissous, mais qui s*arretent ensuite dans leur developpement; 
on les retrouve avec le meme aspect au bout de plusieurs mois. Or, de 
meme qu'ils sont stationnaires, ils sont inactifs, et le dosage du tannin, 
execute immediatement apres leur arret de developpement, et six mois 
plus tard, donne exactement le meme resultat. II n'en serait pas ainsi 
si la plante pouvait agir en dehors d*elle par les principes solubles 
qu'elle contient : Taction se continuerait alors et s'acheverait. Mais 
completons la demonstration par de nouvelles experiences. 

Nous avons introduit, le 22 octobre 1867, ^^"^ ^"^ serie de ilacous 
contenant, les uns une dissolution de tannin, les autres une infusion 
filtr^e de noix de galle, un mycelium abondant extrait d'une fermen- 



(1) Pelouze et Fremy, Traite de Chimie, i*^ Edition, t. IV, p. 3o6, 
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tation en activite, et apres avoir traite ces liquides comme il est indi- 
qiie au premier paragraphe, nous les avons mis a I'etuve, k cote de 
deux autres flacons ou nous avions pareillement introduit du myce- 
lium, mais en les laissant ouverts. Dans tous les flacons de la premiere 
serie, le tannin est encore aujourd'hui, apres plus de six mois, inaltere; 
dans les seconds, le mycelium s'est developpe, et la transformation s'est 
promptement achevee. 

Ainsi, dans les circonstances oil elle pent agir chimiquement, mais 
oil tout developpement lui est interdit, puisqu'elle ne possfede pas trace 
d'oxygene, la plante reste inactive. Elle n'agit done que par le fait 
meme de son developpement et de sa nutrition, et nullement par Tac- 
tion chimique des liquides qu'elle renferme. 

La meme impuissance se revele si Ton broie le mycelium avec un peu 
d'eau, et si Ton ajoute le sue filtre a une dissolution de tannin sur 
laquelle on fait ensuite le vide. 

Des experiences de notre premier paragraphe, combinees avec 
celles-ci, il r^sulte qu'il ne saurait etre question ici de ferment soluble 
d*aucune sorte, ni preexistant dans la noix de galle, ni contemporain 
de la vie du mycelium, ni posterieur a sa destruction : c'est la nutrition 
meme de la plante, et cette nutrition seule, qui provoque le dedouble- 
ment du tannin. 

La necessite du contact de Tair, pendant tout le temps de la fermen- 
tation, nous a done permis de donner une preuve directe de I'impuis- 
sance des principes solubles du ferment, ou du ferment tout entier, 
quand on lui interdit de se developper, preuve qui ne se peutapporter 
ni dans la fermentation alcoolique, ni dans aucune de celles ou Tair 
n*agit que comme vehicule du ferment et non comme aliment. 

VII. — Conclusions. 

En resume, nous voyons que la transformation du tannin a la tem- 
perature ordinaire est toujours un dedoublement en acide gallique et 
en glucose avec fixation des Elements de Teau, et que ce dedoublement 
est toujours correlatif de la vie et du developpement d'un etre organise 
vegetal, qui a, cette fois, sa place bien connue dans nos classifications: 
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c'est le mycelium du PenicilUum glaucum Link, ou celui de V Aspergillus 
niger. 

A ce litre, ce phenomene renire done sous Tenonce general des fer- 
mentations proprement dites, telles que les travaux de M. Pasteur nous 
les ont fait connaitre; mais il se presente ici une circoostance interes- 
sante qui caracterise un type nouveau. Notre plante, en effet, a besoin, 
pour vivre, de Toxygene de Fair; dans la fermentation alcoolique et 
dans toutes celles qui se rattacheut au meme type, la levure en est, au 
contraire; independante. Les vues theoriques de M. Pasteur sur le mode 
d'action des ferments n'en subsistent pas moins, pourvu qu'on en gene- 
ralise Tapplication. Dans les fermentations ordinaires, le ferment prend 
Toxygene qui lui est necessaire a la substance fermentescible, dont 
I'equilibre se trouve des lors detruit et qui se resout en groupements 
nouveaux; ici ce n'est point Toxygene, c'est le sucre que notre ferment 
enleve au tannin, parce que lui seul peutfournir a la plante dans sa vie 
profonde Taliment hydrocarbone indispensable a la constitution de ses 
tissus; d'oii encore rupture d'equilibre el dedoublement. 

On connait done maintenant, sans parler des combustions totales 
que M. Pasteur a etud\pes le premier et dont j'ai apporte plus haul un 
nouvel exemple, trois types distincts de fermentations accomplies par 
les etresvivants : i*^ fermentation acetique; 2® fermentation alcoolique 
et ses congeneres : lactique, butyrique, etc.; fermentations ammoniacale 
et benzoique; 3^ fermentation gallique; etcettederni^renousintroduit, 
pour la premiere fois, dans le domaine de vegetaux beaucoup plus 
eleves en organisation que les ferments anterieurement connus. 

Je ne saurais enfm terminer eel expose sans rapprocher le phenomene 
que nous venons d'etudier de celui que, d'apres les recherches de 
M. Pasteur, \e Peniciltium glaucum realise quand il decompose le para- 
tartrate acide d'ammoniaque en ses tartrates droit et gauche consti- 
tuants, pour detruire le sel droit et isoler le sel gauche (i). 



(1) Dans des experiences encore inddites, M. Pasteur a reconnu : 1° que le PenicilUum 
glaucum peut detruire ^ son tour le tartrate gauche ; 2° que les tartrates gauches de chaux 
et d'amrooniaque peuvent, eux aussi, fermentor, quoique beaucoup plus difficilement que 
les sels droits correspondants. 
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\ III. — Description (Vune norwelle espece ^'Aspergillus. 

Aspergillus nicer . — Flocci imi liquoris steriles, sphaDrici, laxati^ e filamentis radiatis 
arliculatis ramosissimis compositi. 

Flocci summi liquoris fertiles, hemisphaerici, in discos'fusi quorum conjunctione et inter- 
textu membrana continua brevi const! tuitur. Stipites erecti, simplices, continui, ad basim 
goniculali ; capiluli basidiis elongatis, radiatis, confertis, omnino tecti ; catenae sporarum 
Fasciculatim junctao, subaequales; sporae sphaericae, verrucosae, nigrescentes, o"", 004 ad 
o""",oo5 diametro aequantes. 

Hnb. — In diUitis gallis, in solutis tannino, saccbaro, acido citrico, acido tartrico, etc.; in 
pane humido, in urinft acid&, in foliis deciduis, etc. — Dififusissima species. 

J'ai dit que, par leurs filamenls plus gros, par leur texture plus 
laclie et depourvue de reflets irises, les flocons profonds d' Aspergillus 
niger se dislinguent a premiere vue de ceux de Penicillium glaucum qui 
sont tres-denses, formes de filaments plus minces et chatoyants. Les 
rellules constitutives du mycelium sont remplies de protoplasma trans- 
parent creuse de larges vacuoles; elles n'ont pas, comme celles du P. 
glaucum, plusieurs noyaux solides; leur diametre est de o"™,oo5 a 
o™™,oo6, pour une longueur six a dix fois plus grande. En se develop- 
pant, ces flocons se rejoignent et s'enclievetrent pour former une masse 
assez irreguliere qui continue de s'accroitre sur toute sa peripherie. 
(/est sous cette forme sterile et profonde, oil elle ne respire que par 
I'oxygene dissous, que la plante agit comme ferment pour dedoubler 
le tannin en acide gallique et en glucose. 

Les flocons qui se developpent a la surface sont d'abord hemispheri- 
ques, puis ils s'etalent en disques qui s*accroissent concentriquement, 
de telle sorte que, s'il y. a des variations dans la temperature, et, par 
suile, dans la vitesse d'accroissement peripherique, ces variations sont 
inscrites sur le disque par des cercles concentriques. Bientot ces ilots 
se rencontrent, s'encbevetrent et constituent en definitive une mem- 
brane continue. C'est perpendiculairement a la surface des disques que 
s*elevent les filaments receptaculaires. Ceux-ci sont simples, unicellu- 
laires, cylindriques, gcnicules a la base oil ils s'inserent a la fois par 
leur extremite et par le point d'inflexion sur le filament horizontal du 
mycelium qui les porte; ils sont remplis par un protoplasma finement 
granuleux qui se colore en jaune a la maturite; leur membrane, mince 
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d'abord, s*epaissit fortement plus tard; leur diametre, double ou triple 
de celui des cellules du mycelium, varie de o"™,oii a o"*"*,oi6; ils 
atteignent souvent i millimetre de hauteur, lis parviennent a leur lon- 
gueur totale en restant cylindriques, puis leur extremity se renfle en 
un capitule spherique d'abord lisse, mais dont la surface se couvre 
bientot de sortes de verrues contigues les unes aux autres, qui, en 
s'allongeant, forment des basides rayonnantes extremement serrees, 
implantees sur la face externe du capitule dont la paroi fortement 
epaissie laisse voir deux couches tres-distincles. Ces basides sont tres- 
etroites, o""",oo25, mais leur longueur atteint o""*,oi2 a ©"""".oiS, 
c'est-k-dire trois a quatre fois le diam^tre des spores qu'elles portent; 
incolores d'abord, elles sont d'un jaune brun a la chute des spores. 
Chacune de ces basides d^veloppe par segmentation de son extremite 
un chapeletde spores qui, d'un jaune citron d'abord,passentrapidement 
au brun chocolat de plus en plus fonce, et quelquefois au noir; ces 
chapelets rayonnants sont reunis d'abord lat^ralement en un faisceau 
unique qui se brise ensuite en faisceaux prismatiques distincts; ils 
s'isolent plus tard, et les spores elles-memes se detachent et tombent. 
Ces spores sph^riques demeurent assez longtemps lisses; elles sont deja 
d'un brun chocolat fonce qu'on trouve encore leur contour circulaire : 
mais au moment d'atteindre leur maturity, elles se herissent de nom- 
breuses asperites, qui les font ressembler k celles de V Aspergillus glaucus . 
Elles degagent une forte odeur d'encre de Chine, qui parait plus forte 
dans le cours de leur d^veloppement qu'aprfes leur maturite complete. 
Leur diametre est de o°*°',oo4 ^ o™™,oo5, 

V Aspergillus glaucus n'a pas le receptacle genicule vers sa base; ses 
basides sont tres-courtes et ovoides, et ses spores vertes, pres de quatre 
fois plus grosses, atteignent, d'apres Corda, o™™,oi7. 

Notre plante apparait spontanement , avec ou sans le PeniciUium 
glaucum, sur les infusions de noix de galle ou sur les dissolutions de 
tannin abandonnees au contact de I'air. Dans les experiences qui font 
I'objet de ce M^moire, j'ai du surtout me preoccuper de la semer et de 
la culliver, soit dans des infusions de noix de galle, soit dans des disso- 
lutions de tannin contenant en outre du nitrate d'ammoniaque et des 
cendres de bois ou de levure. Mais je I'ai semee aussi, cultivee et re- 
coltee en grande quantity et avec tons ses caracteres, dans les milieux 

jinnaUs scientifiques de Vtcole Normaie superietire. Tome VI. 8 
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les plus divers : sur du pain moullle, sur des tranches de citron et d'o- 
range, sur de I'urine demeuree acide, sur des feuillcs mortes, etc.; enfib 
sur difTerents milieux artificiels oil le sucre, I'acide tartrique libre et 
le bitartrate d'ammoniaque servaient tour ^ tour d'aliment hydrocar- 
bone a la plante. 

Cest done une esp^ce qui s'accommode aux conditions de milieu les 
plus diverses et qui est par consequent tr^s-repandue dans la nature. 
C'est elle encore, comme nous nous en sommes assures ensemble par 
une comparaison attentive, que, depuis plusieurs annees, M. Raulin 
seme, cultive et recolte en grande abondance sur des milieux artificiels 
definis et de constitution vari^e, dans cette belle serie de recherches 
sur les principes min^raux necessaires k la vegetation des Muc^dinees 
dont les premiers resultats ont ete publics en i863 [Camples rendus, 
t. LYII, p. 2a8), et dont Texpose complet ne tardera pas h paraitre. 

Les caracteres de notre espece ^tant ainsi reconnus fixes et indepen- 
dants de la nature du milieu, il nous reste h examiner si elle est r^elle- 
ment nouvelle. 

C'est la couleur des spores qui a prevalu dans la denomination des 
Aspergillus; ainsi on a les Aspergillus candidus, Jlcwus^ aurantiacus, fer- 
rugineusy virens, glaucus^ roseuSy etc.; c'est cette circonstance qui m*a 
guide dans Tappellation de Tespfece nouvelle. Deux Aspergillus k spores 
noiratres ont ete cependant decrits. Tun par M. Gh. Robin, en 1848, 
sous le nom iii Aspergillus nigrescens ( HisU nat. des vdgeUtux parasites^ 
p. 5i8 etP/. v/fig. a), I'autre tout r^cemment, en 1867, par M.Ro- 
bert Wreden, sous celui A^ Aspergillus nigricans [Comptes rendus^ t. LXV, 
p. 368). 

M. Ch. Robin a rencontre V Aspergillus nigrescens sur des productions 
morbides tapissant les sacs aeriens d'un faisan phthisique. Le filament 
receptaculaire y est form^ d'une serie de cellules articulees bout a bout, 
caractere qui rapproche cette espece des Aspergillus ovcUispermus, ma- 
crosporus et griseuSy en Feloignant des Aspergillus glaucus et mucoroides; 
les spores sont lisses et plus petiles; les cellules du mycelium ont un 
diametre moitie plus faible (©""jooa k o"™",oo3), et elles contiennent 
chacune plusieurs noyaux solides. Ces caracteres paraissent elablir que 
cette espece est bien distincte de la notre. Mais peut-etre n'en est-elle 
qu'une variete determinee par les conditions si parliculieres du milieu 
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animal oil la plante sc developpait; la culture scule du parasite sur les 
milieux vegetaux ordinaires, ou sur des milieux artificiels» pourrait 
resoudre cette question. 

P'autre part, M. Wreden, en etudiant une affection particuliere et 
tres-opiniatre de Foreille humaine, a observe le d^veloppement sur la 
membrane du tympan de deux nouvelles formes A^ Aspergillus parasites, 
qui ne different de V Aspergillus glaucus^ dont elles possedent tous les 
autres caracteres, que par la couleur des spores : il les appelle Asper- 
gillus /lavescens et nigricans. Mais, en semant ces deux sortes de spores 
sur des tranches d'orange ou de citron, I'auteur les a vues germer et 
reproduire en tous points V Aspergillus glaucus avec la couleur verte or- 
dinaire de ses spores. Ces parasites ne sont done pas des especes auto- 
nomes, mais de simples varietes de Y Aspergillus glaucus^ produites par 
les caracteres particuliers du milieu animal dans lequel elles croissent. 

Nous Savons qu'il est loin d'en etre de meme de notre Aspergillus 
nigery dont Tautonomie specifique se trouve ainsi bien etablie, mais 
qui cependant, par Tensemble de ses caracteres, me parait se rappro- 
cher de V Aspergillus glaucus plils que d'aucune autre espece du meme 
genre. 

II ne sera peut-etre pas sans interet de remarquer, en terminant, que 
M. Wreden, pour arriver a guerir la maladie que la vegetation des 
Aspergillus determine dans Toreille humaine, a etudie Taction qu^exer- 
cent sur ces v^g^taux divers agents chimiques. Parmi les meilleurs 
parasiticides, Tauteur range, a c6te de Tacide phenique, le tannin, c Ce 
corps, dit-il, determine en premier lieu la coagulation du protoplasma 
et, consecutivement, une sorte de momification tres-remarquable de 
tout le vegetal. • Ce resultat ne laissera pas que de paraitre etrange si 
Ton se rappelle avec quelle rapidite, avec quelle energie notre Asper- 
gillus nigerse developpe dans les dissolutions de tannin, meme les plus 
concentrees, et Tetonnement ne diminuera pas si j'ajoute qu'il m'est 
arrive a plusieurs reprises d'observer, dans ce meme milieu, Tappari- 
tion accidentelle de quelques \lo\s d' Aspergillus glaucus ^gares au milieu 
d'une couehe compacte de PenicilUum glaucum. 
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TRANSFORMATION DES FIGURES 



ET SON APPLICATION 



a la construction de la surface du deuxifeme ordre 

d£termin£e par neuf points , 

Par G. DARBOUX, 

ANCIEN £l6vE DB L*6cOLE NORMALE. 



I. 



Soient deux points 0, 0' pris sur une surface du second ordre {fig, i ) . 
Par ces deux points menons deux droites OM, CM se coupant sur la 
surface. II est clair qu'a une droite OM correspondra en general une 



Fig. I. 




v-'p* 



droite O'M et une seule, en sorte qu'a un cone ayant le point pour 
sommet correspondra un cone ayant le point 0' pour sommet et ces deux 
cdnes couperont suivant la meme ligne la surface du second ordre. 
Maintenant faisons correspondre au point un plan tixe P, ct au 
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point 0' un plan fixe F. Tout cone ayant son soinmet en sera coupe 
par le plan P suivant une ligne, et le cone correspondant ayant son 
sommet au point 0' sera coupe suivant une autre ligne par le plan F. 
Ces deux lignes, situees dans les plans P, F, peuvent etre consid6rees 
comme correspondantes, et Ton obtient ainsi un mode de transfor- 
mation des figures planes, dans lequel a un point de Tune des figures 
correspond un seul point de Tautre. 

Pour determiner la propriete fondamentale de ce mode de trans- 
formation, nous remarquerons qu'k une droite dans le plan P cor- 
respond une coniqne dans le plan F, et reciproquement. En effet, 
par le point et par la droite faisons passer un plan, ce plan coupera 
la surface du second ordre suivant une conique; le cone ayant son 
sommet en 0' et passant par cette conique sera du second ordre et 
coupera le plan P' suivant une conique correspondant a la droite 
consideree. On a done la realisation geometrique du mode de transfor- 
mation eludie pour la premiere fois par Magnus [Journal de Crelle, 
t. IV ), dans lequel a un point repond un seul point etli une droite re- 
pond une conique. M. Transon, dans deux articles tres-interessants des 
Nouvelles Annales de Mathematiques , avait montre que la projection 
gauche d'une figure realise ce mode de transformation. M. Hirst I'a 
etudi^ au moyen de la theorie des faisceaux liomographiques. Le nou- 
veau mode que je propose permet de realiser la transformation la plus 
generale consideree par Magnus, puisqu'il y a neuf constantes dans Te- 
quation de la surface, six dans celles des deux plans, et qu'on pent 
prendre arbitrairement sur la surface les points 0,0'. 

Si, laissant invariables lesautres parties de la figure, on deplace le 
plan P', toutcs les figures obtenues dans les difTerents plans F seront 
les perspectives les unes des autres, puisque ce sont des sections planes 
de cones ayant leurs sommets en 0'. On pourra done faire co'incider le 
plan P et le plan P', et meme prendre une position particuliere du plan P. 
Les resultats les plus generaux se deduiraient de ceux que nous ob- 
(iendrons ainsi, en faisant la perspective de Tune ou des deux figures 
correspondantes. 

SoitS {^g. 2) le point de rencontre de la droite 00' et du plan P. Un 
point M de la surface du second ordre donnera deux points a, a' situes 
sur une droite passant par le point S. Ces deux points co'incideront quand 
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le point M sera dans ie plan P, et, par suite, le lieu des points qui coin- 
cident avec leurs homologues est la section de la surface dans le 
plan P. Les points a, a! forment sur cliaque droite Soa' des divisions 
homographiques dont les points doubles sont Ics intersections de la 
droite et de la conique que j'appellerai conique principale. 



Fig. 2. 




A un point a ne correspond en general qu'un point a\ parce que la 
droite Oa ne coupe la surface qu*en un point. Mais si la droite Oa est 
situee tout enti^re sur la surface, a un point a correspondent une infi- 
nite de points a' en ligne droite. 

Considerons les plans tangents a la surface en et en 0'; ils coupent 
la surface suivant des droites Oa, 0|3, O'a', 0'^'. a, j3, a\ ]3' designent 
les intersections de ces droites par le plan P. II est clair que les droites 
a(x,\ P]S' vont passer par le point S. 

Au point a consider^ comme appartenant a la premiere figure cor- 
respondent tous les points de la droite Sa, etc. On pent done former le 
tableau suivant : 



Premiere figure. 


Deuxi^me figure. 


Deuxi^me figure. 


Premidre figure. 


Points a 


Droites Sa' 


Points a' 


Droites Sa 


» p 


» S(3' 


» P' 


)> S(3 


» s 


» a'P' 


» Y 


» a^ 



Done, a toute droite de la premiere figure, correspond une conique 
passant par les trois points ol\ j3', S et par les deux points d'intersection 
de la droite et de la conique principale; et reciproquement, a toute 
droite de la seconde figure correspond, dans la premiere, une conique 
passant par les points a, |3, S. 

Voici du reste un tableau, s'appliquant a toutes les courbes, et que 
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nous enipruiUons a rarticle de M. Hirst. Designons par n^n' les ordres 
des courbes correspondantes, par a, 6, s^ a\ b\ s' le nombre de fois 
qu'elles passenl la premiere par les points a, j8, S, la seconde par les 
poinls a', |3', S. On a 

a' —zn — a — Sf a = n* — a' — 5' , 

b' = n — b — s, b = n' — b' --$', 

s'=^n~a — by s = n' ~ a' — b', 

/i' — 2/1 — a — 6 — 5, /I = 2/1' — a' — A' — 5'. 

Comme application considerons une droite passant par le point a 

n -r. I , a =^ t, b =z Oy 

on trouve 

«'rm, fl'=0, 6'=rl, 5'=r O. 

Ainsi a ces droites passant par le point a correspondent des droites 
passant par le point ^\ ce qui du reste est evident geometriquement. 

II sufBt de considerer une generatrice rectiligne de la surface. Si Ton 
fait passer des plans par cette generatrice et par les points 0, 0\ ils cou- 
peront le plan Psuivant les deux droites correspondantes a/), ]5'/?. Ces 
droites se couperont en /?, trace de la generatrice rectiligne sur la 
conique principale. 

II resulte de la un moyen tres-simple de trouver, par des construc- 
tions effectuees dans le plan, Thomologue d'un point. Soit en effet un 
point m {fig, 3). A la droite am correspond la droite |3'/) venant couper 




la premiere au point p situe sur la conique principale. De meme a la 
droite |3m correspond la droite cn'q. Le point d'intersection m' des 
droites a'q, ^'p est done Thomologue du point m, et la droite mm' de- 
vra aller passer par le point S. 
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Considerons maintenant deux courbes correspondantes passant I*une 
au point /nj'aulre au point m'. II sera facile dededuire la tangenteen/n' 
de la tangente en m. Soit en effet le point M de la surface qui fournit 
le couple de points homologues m,w! . Dans le voisinage de ce point M, 
on pent remplacer la surface par son plan tangent. Ce plan tangent, 
determine par les deux generatrices M/?, My, a pour trace pq. A une 
droite passant par le point M et situee dans le plan tangent, corres- 
pondrontdeux droites passant par les points /n, m! et se coupant sur 
la droite /^y, et lorsqu'on aura Tune d'elles on determinera Tautre im- 
inediatement. Ainsi les tangentes aux points correspondants m, rri vont 
se rencontrer sur la Avoxitpq. 

Nous ne nousetendrons pas davantage sur ce mode de transformation 
des figures. II a ete etudie par plusieurs geomfetres, mais le nouveau 
moyen que nous proposons pour le realiser nous parait offrir un avan- 
tage. On pent se rendre compte, geometriquement et sans difficulte, de 
tons les cas particuliers que presente la transformation de Magnus. 

Ainsi M. Hirst a etudie tres-completement Finversion quadratique. 
C*est une generalisation de la methode de transformation par rayons 
vecteurs reciproques. On considere un point S et une conique. Par le 
point S {fig. 4) on mene une secante MM' et on prend deux points a> a' 

Fig. 4. 




conjugues harmoniques par rapport aux points M,M'. Au point a cor- 
respond le point a\ et inversement au point a' le point a. Pour obtenir 
cette methode de transformation nous n'aurons qu'a prendre pour plan 
P le plan polaire d'un point de la droite o&. Alors deux points cor- 
respondants a, a' forment une involution sur aa' et on a bien Finversion 
quadratique telle qu'elle a ete proposee par M. Hirst. 

Par exemple* si Ton prend une sphere, deux points 0,0' a Textremite 
d'un diametre et pour plan P un plan perpendiculaire a oo\ on obtient 
la transformation par rayons vecteurs reciproques. 

rinnaks scientifiqttes de I'Ecole Nor male superieure. Tome VI. 9 
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II. 
CONSTRUCTION DE LA SURFACE DU DEUXI^HE ORDRE DfiTERMIN^E PAR NEUF POINTS. 

1 . Construction de la surface du deuxiime ordre passant par une 
droits (o) etpar six points o\ a, 6, r, M , N. 

Nous prebons pour les poles de transformation un point o situe sur 
la droite (o) et le point o'\ pour plan Pde la transformation nous pre- 
nons le plan des trois points a, 6, c. La question est done ramenee a la 
suivante : 



«. » 



Determiner les elements de la transformation^ connaissant le point a 
[ou la droite (o) rencontre le plan P], trois autres points a, b, c de la 
conique principale, et deux couples correspondants m,m\n,n' {fig. 5). 




Remarquons qu'aux droites am, oLn doivent repondre des droites 
alknt se couper en un point ^' de la conique principale. Ces droites 
doivent d'ailleurs passer par les points m! ^n\ II faut done resoudre le 
probl^mesuivant : 

Menerpar quatre points fixes a, a, 6, c une conique rencontr ant les droites 
fixes am, an en des points tels, q'ue^ si Von joint ces deux points aux deux 
points donnds m\ n\ les droites dejonction aillent se couper sur la conique. 

Ce probleme se r^sout avec une grande facilite de la maniere sui- 
vante : 

Si Ton considere une des coniques passant par quatre points fixes et 
coupant les droites fixes en q,q\ la droite n'q ira couper la conique en 
un point r variable, et la droite rq' men^e par les deux points mobiles 
r, q' ira passer par un point fixe. 
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Cc point fixe se delermine avec la regie, il suffit de prendre parmi 
les eoniques variables celles qui se reduiseut a des droites. 



Fi(j. r>. 




D'apres cela, la droite q^r [fig. 6) devanl passer par ee point fixe el 
par un autre point fixe m\ est completenient determinee; le point q' 
donne un cinquieme point de la eonique principale. 

La eonique principale etant determinee, le probleme ne presente plus 
de difficulte. On a une droite, une eonique de la surface et deux points, 
et par consequent cinq points de toute section plane contenant les deux 
points. 

2. Construire la surface du deuxieme ordre determinee par neuf points 
quelconques. 

On sait que toutes les surfaces, passant par huit points, se coupent 
suivant une ligne du quatrieme ordre, et, par suite, que leurs sections par 
un plan fixe passent toutes par quatre points de ce plan. Soit en par- 
ticulier le plan P, contenant trois des huit points a,b,c: les sections des 
surfaces par ce plan se coupent aux trois points a, 6, cet en un quatrieme 
point qui est inconnu. Supposons que Ton sache determiner ce qua- 
trieme point; alors, si des neuf points donnes, on retranche successi- 
vement deux points, on aura deux systemes de huit points qui four- 
niront dans le plan P deux points x, y. La eonique des cinq points a, 
h, c, a?, y appartiendra done a la surface cherchee , et le probleme 
pourra etre consider^ comme resolu. Nous sommes done ramenes au 
probleme suivant : 

fijtant donnes huit points^ determiner dans le plan de trois d'entre eux 
le quatrieme point qui appartient a toutes les surfaces du second degre pas^ 
sant par les huit points. 
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Ce probleme se resout au moyen du premier, oq n'a qu'a considerer 
deux surfaces particulieres passant par six des huit points et par la 
ligne qui joint les deux autres, el il nc reste plus qu*a resoudre le pro- 
bleme connu : 

Etant donnees deux coniques determinees par cinq points el ayanl trois 
points communs^ determiner leur quatrieme point d' intersection , ce qui se 
fait avec la rfegle. 
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LA ROTATION DE LA LUNE 

(deuxi£»i m£moirb), 

Par M. Ch. SIMON, 

PROPESSEUR AU LYCEE LOUIS- LE- GRAND. 



Dans ce second Memoire {*), je me propose un double objet : 

i'^ Determiner exactement les conditions initiates auxquelles la Lune 
a du.satisfaire, pour que son mouvement de rotation devint tel que 
nous Tobservons ; 

2^ Faire voir avec precision, en ayant egard a tons les faits et en 
respectant les lois de la Mecanique, que ces conditions sont des conse- 
quences naturelles de la c^lebre hypothese qui termine V Exposition du 
systeme du monde. 

Je ne me propose rien de plus. En etudiant le phenomene de la li- 
bration reelle en latitude, j'ai rencontre, sans la chercher, une equation 
de condition, de forme assez compliquee, qui se rapporte k Tetat ini- 
tial, et qui doit Stre satisfaite dans toute hypothese qu'on voudra ima- 
giner : il etait naturel d'examiner si elle est ou non satisfaite dans 
rhypothese la plus celebre et la plus autorisee. C'est un exercice inte- 
ressant d'analyse mathematique, et je n'y vois pas autre chose. Je ne 
me crois pas oblige de prendre parti pour ou contre la theorie cosmo- 
gonique de Laplace; je ne cherche pas plus a la confirmer qu'a Te^ 



(*) Fojrez un premier Memoire sur la rotation de la Lune et sur la libration r^lle en 
latitude, ins^r^ dans le tome III des j^nnales scientifiques de l*£cole Normale superieiire. 
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branler. 11 est vrai que j'ai ete conduit, par la nature de mon sujet, a 
discuter la principale objection qu'on a elevee contre cette theorie, a 
savoir : la grande inclinaison des equateurs de plusieui^s planetes sur le 
plan du maximum des aires; et Ton comprend que si cette objection 
m'avait paru insurmontable mon travail n'aurait pas eu de base. Mais 
je n'ai pas la pretention d'embrasser la question dans son ensemble et 
de rendre compte de toutes les particularites que presente le systeme 
solaire : je desire me renfermer strictement dans le probleme special 
et nettement defini que j'ai indique. 

I. — Des conditions initiates du mou\>ement de rotation 

de la Lune. 

# 

Si Ton fait abstraction des oscillations periodiques. qui ne dependent 
pas de Tetat initial, le phenomene de la rotation de la Lune reste assu- 
jetti a ces deux lois remarquables : i^ que le mouvement de rotation 
est constamment egal au moyen mouvement de rotation ; 2^ que le 
noeud ascendant de I'equateur coincide constamment avec le noeud 
descendant de Torbite. Yoyons quelles sont les consequences qui re- 
sultent de ces deux lois^ relativement a Tetat initial. 

De la premiere loi on conclut qu'a Torigine du mouvement la vitesse 
de rotation a du etre egale a la vitesse moyenne de revolution, et que 
le grand axe du sphero'ide lunaire a du etre dirige vers la position 
moyenne de la Terre, sinon rigoureusement, du moins a tres-peu pres. 
Car, si ces conditions n'eussent pas ete remplies, on sait, par la iheorie 
de la libration en longitude, que Texpression de cette libration renfer- 
merait un terme de la forme (*) 



w=:Qsin(n/i/3 5-^-f-FJ: 



oil Q et F designent deux constantes arbitraires; A, B, C, les moments 
principaux d'inertie du sphero'ide lunaire, ranges par ordre de gran- 
deurs croissantes; n le moyen mouvement de rotation ou de revolution, 

(*) Mccnmqiie celeste, livre V, n° 16. 
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et / le temps. II en resullerait, dans le mouvement du grand axe du 

spheroidc lunaire par rapport au rayon vecteur mene vers la position 

moyenne do la Terre, une oscillation d'amplitude arbitraire, dont la pe- 

riode serait egale a 

27,3215 



v/ 



3«-^ 



jours; 



C 

ou a 665 jours environ, en supposant, d'apres Nicollet, 

3 — -; = O , 00 1 09. 

Or Fobservation n*a constate, dans la libration en longitude^ aucune 
periode de ce genre. 

L'interpretation de la seconde loi exige un peu plus de developpe- 
ments. Appelons 6 Tinclinaison de i'equateur lunaire sur le plan de Te- 
cliptique, 7 Tinclinaison moyenne de Torbite lunaire sur le meme plan, 
^ la longitude du noeud ascendant de Tequateur a parlir d'une droite 
fixe, (k) la longitude moyenne du noeud descendant de I'orbite a partir 
de la meme droite; et enfin designons par h un angle determine par 
Tequation 

, • (/to 3 C-A / y\ 

dans laquelle on regarde comnie donnees les quantites /i, 7, "I et 

-J- En depouillant (|; et 9 des termes periodiques qui proviennent de 

la longitude selenocentrique de la Terre et de I'excentricite de I'orbite, 
nous avons trouve, dans notre premier Memoire, 

H et y} etant des constantes arbitraires qui dependent de Tetat initial. 
On voit par ces formules que les positions moyennes du noeud descen- 
dant de Torbite et du noeud ascendant de Tequateur coincident rigou- 
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reuseiiienl, el que la valeur moyenne de est rigoureusement e^ale a 
la valeur de h qui satisfait a Fequation ( i ) ; inais on voit en meme temps 
que le noeud ascendant de Tequateur oscille depart etd'autre du noeud 
descendant de Torbite, et que rinclinaison 6 oscille en dega et au dela 
de h. 

Si Ton prend pour origine du temps I'instant d'une coincidence des 
noeuds, et si Ton designe par do ^^ valeur de 9 ^ cet instant, les constantes 
H et y? sunt determinees, et les formulcs (2) deviennent 

L'amplitude des oscillations que ces forinules indiquent esl propor- 
tionnelle a la difference ($, — ^); quant a leur duree, elle a pour ex- 
pression 

ce qui donne environ 87^0 jours, d'apres le Memoirc deja cite. Mais 
comme les observations n'ont fait connaitre, ni dans Tinclinaison, ni 
dans la position des noeuds de Tequateur lunaire, aucune periode de ce 
genre, il faut admettre qu'on a, sinon rigoureusement, du nioins a 
tres-peu pres, 

et par suite 

^ --- 0). 

Nous avons demontre d'ailleurs que la coincidence du naud des- 
cendant moyen de Torbite avec le noeud ascendant moyen de Tequateur 
etant une fois etablie, cette coincidence se maintiendra indefiniment, 
malgre les variations periodiques ou seculaires que les forces perlurba- 

trices pourront introduire dans les elements n, y, 6 et -^^« Concluons 

done qu*au moment oil la coincidence des noeuds s'est etablie la valeur 
de 9 a du etre egale a la valeur de h que determine Fequation (i) ; ou, 
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en d'autres termes, que les elements n, y, 6 et -t^* ont du, a ce mo- 
ment, satisfaire ^ Tequation 

sinon rigoureusement, du moins a tres-peu pres. Car, si cetle condi- 
tion n'eAt pas ete a tres-peu pres remplie, les oscillations indiquees 
par les formules (3) seraient sensibles. 

Nous avons done d^duit de I'observation et de la theorie des condi- 
tions nettement definies, qui doivent etre satisfaites dans toute hypo- 
these cosmogonique; il nous reste a examiner si elles sont satisfaites 
dans I'hypothese de Laplace. Mais, avant d'entrer dans cette discussion, 
il est necessaire de remarquer que la Lune est loin d'avoir la figure 
qu'elle aurait si elle eut ete primitivement fluide. En efTet, si la Lune 
eut ete primitivement fluide, elle eut pris, sous la double influence de 
son mouvement de rotation et de I'attraction de la Terre, la flgure d*un 
ellipsoide a trois axes inegaux, ayant son grand axe dirige vers la 
Terre, ce qui s'accorde avec les faits observes; mais en meme temps on 

trouve, paruncalcul fort simple (*), que le coefficient— ^^ eut acquis 

une valeur tout au plus egale a o,oooo4o52; tandis que, selon les ob- 
servations, la valeur de ce coefficient est 0,000597, c'est-a-dire environ 
quinze fois trop forte. A la verite Ton pourrait imaginer que la Lune 
ayant ete primitivement fluide, sa figure ait change par suite d*erup- 
tions volcaniques, de soulevements ou d*affaissements de montagnes; 
mais cela reviendrait kajouter une uouvelle hypothese a celle que nous 
voulons examiner, et, comme cette nouvelle hypotbese est inutile, nous 
nous abstiendrons de I'introduire. 

II. — De I'hypothese de Laplace. 

Considerons la Terre a Tepoque oil son atmosphere s'etendait au dela 
de I'orbite actuelle de la Lune. La Terre decrivait alors autour du Soleil 



(*) Mecanique celeste y livre V, n® 18. Laplace suppose le rapport de la masse de la Terre 
^ celle de la Lune 6gal k Sg; nous Tavons suppose 6gal ^ 84. 

Afmalti $cientijiques de l'£cole Normale superieure. Tome VI. I O 
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11 De orbitc de meme grand axe que Torbite actuelle, a peu pres de 
ineme exceutricite et a peu prfes dans le meme plan. EUe etait anim^e 
d'un mouvement de rotation autour d'un axe incline sur I'axe de Te- 
cliptiquc d'une quantite arbitraire que nous designerons par d; decette 
rotalion resultait un aplatissement, et de cet aplatissement un mouve- 
ment de precession que nous allons calculer. Pour cela nous aurons 
recours a des formules que M. Liouvilie a donnees dans la Connaissance 
des Temps pour iSSg. Quand on considere un systeme quelconque de 
points materiels sollicites par des forces quelconques» on pent toujours 
concevoir a un instant donne Tellipsoide des moments d'inertie, ayant 
pour centre le centre de gravite du systeme. Cet ellipsoide change con- 
tinuellement de position et de forme, de sorte qu'au bout du temps 
infiniment court rf/ les axes principaux OX,, 0Y|, OZ,, ont pris une 
position infiniment voisine 0X\ OYS OZ', tandis que les moments prin- 

cipaux d'inertie A, B, C, ont augmente de -^ rf/, -^ dt, -jrdi; mais, 

quels que soient ces changements, on pent toujours passer de la pre- 
miere position a la seconde par trois rotations infiniment petites pdi, 
qdt^ rdt, executees autour des axes OX,, OY,, OZ,, el les quantites 
/;, q, r sont liees aux variations des trois angles 9, ^, d, qui determinent 
la position des axes mobiles par rapport a trois axes fixes, par les* re- 
lations connues 

/ dQ =pdicos(^ — qdl sin<p, 

(5) } sinO d^ = pdt s\n<» -h qdtcos(^9 

{ d(p=: rdl — cosOd^. 

M. Liouvilie s'est propose d'etablir entre les quantites/i, y, ret le temps 
trois equations differenliclles, pour tenir lieu de celles qu'EuIer a 
donnees le premier dans le cas d'un systeme de figure invariable. 

Les formules generates auxquelles M. Liouvilie est parvenu sont 
coinpliquees, mais elles se simplifient beaucoup lorsque le systeme 
reste constamment symetrique par rapport aux trois plans de ses axes 
principaux. Nous admettrons que la Terre, ^ I'epoque oil elle etait 
(luide, satisfaisait a cette condition, et nous supposerons de plus que 
sa figure etait de revolution. Si nous appelons P, Q, R, les couples ac- 
celerateurs dus a Taction du Soleil, les formules de M. Liouvilie de- 
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viendront 

^U(C-A)9r=:P, 

(6) ^^)-{C-A),>r=Q, 

Or, OD a evidemment R = o, et par suite 

Cr = const. = F. 

On trouve ensuite, en designant par nf le moyen mouvement geo- 
centrique du Soleil, ct en supprimant les termes qui dependent de la 
longitude de cet astre, 

3 

P=r n''(C -A)sin0cosecoii9, 

3 
Q=r-f--n"(C — A)sin0cos0sin9. 

On peut admettre que Taplatissement est proportionnel au carre de la 
vitesse de rotation, et poser 

A = C(i — er»), C — A = 6Cr% 

£ designant un coefficient positif tres-petit. Si Ton neglige les termes 

dr 

qui sont niultiplies par le produit des trois facteurs trfes-petits £, -rr^ 
p ou q, les deux premieres equations (6) prennent la forme 

t (i-er»)-i^ = --€r»(C^)---?i'«eFrsinecosecos9, 

(7) < , ^ 

I (»-«'•') -^^ = +«''*(Cp)-*- -n'«eFrsin0cosesin(p. 

Pour les integrer (abstraction faite des termes qui dependent de Tetai 
initial), supposons d(p = rdt^ et faisons 

3 

Cp = - «''F(Msin<p — Ncoscp), 

3 
C^ — - /i'»F(Mcos9 -hN sin9); 

10. 
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M et N ^tant des fonctioDS de r et de d, qui devront satisfaire aux 
equations difTerentielles 

rfN 
Mr— -^(i — er')-4- ersin9cos9 = 0, 

-J rfM 
On aura ensuite, par lesdeux premieres formules (5), 

sine§---4--n"Mr. 
at 2 

On satisfait a ces equations en posant 

N = o, -y- = o, M = — esin9cos9, 

et il serait aise de faire voir qu'on ne pent pas y satisfaire autremenr. 
On a done 

= const., 

-^f = /i'*€rcos9. 

at 2 

Ainsi, Tinclinaison moyenue de T^quateur sur recliptique restecon- 
stante, mais la vitesse du mouvement de precession croit en meme 
temps que la rotation. 

Or, dans la conception de Laplace, la Terre (pour ne parler que de 
cette seule planete) etant issue du Soleil, les equateurs de ces deux 
astres ont du etre primitivement peu inclines sur le plan du maximum 
des aires, et par suite sur le plan de Tecliptique. Nous venons de voir 
que rinclinaison de I'equateur terrestre sur Tecliptique ne change pas 
par !e seul fait de la condensation; la grandeur de Tinclinaison actuelle 
parait done inexplicable. Si cette objection etait insoluble, Thypothese 
de Laplace devrait etre rejet6e. 

Mais les resultats precedents se rapportent a Tepoque oil toute la 
matiere qui constitue aujourd'hui la Terre formait une seule masse 
fluide. Le mouvement de rotation continuant a s'accelerer, il a du ar- 
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river plusieurs fois que la force centrifuge a Tequateur ait fait equi- 
libre a ia pesanteur; la Terre a du abandonner successivemenl, dans 
le plan de son equateur, plusieurs zones ou anneaux de vapeurs dpnl 
nous ne retrouvons plus la trace. Sous des conditions tres-particu- 
lieres, ii aurait pu se faire que cbacune de ces zones eut acquis une 
figure permanente : les anneaux de Saturne nous offrent un exemple 
curieux de ce phenomene. Sous d'autres conditions, chaque zone s*e- 
tant rompue en plusieurs fragments aurait donne naissance a autant de 
satellites, qui eussent continue k circuler autour de la planete dans des 
orbites peu diflerentes les unes des autres : telle est peut-etre Torigine 
des nombreux astero'ides qui circulent autour du Soleil entre Mars et 
Jupiter. Mais la constitution generale du systeme du tnonde prouve que 
ces circonstances ne se sont presentees qu'exceptionnellement. On ne 
pent pas supposer en general que cbacune des molecules qui consti- 
tuent un anneau fluide se comporte comme si elle etait soumise uni- 
quement aux actions de la pesanteur, et Ton se rapprocbera davantage 
des conditions de la nature en imaginant que chaque anneau se con- 
tracte en se refroidissant (k peu prfes comme ferait un anneau solide, 
qu'on aurait porte d'abord a une haute temperature, et qu'on abandon- 
nerait ensuite dans une enceinte de temperature basse et constante), et 
qu'il finit par se precipitcr k la surface de la planete {*). Etudions dans 
cette hypothese le mouvement d'un pareil anneau. 

Nous ne pouvons pas appliquer la theorie precedente au systeme 
form^ par le noyau central et par ses anneaux, parce qu'il ne serait plus 

permis de supposer — ^^^ — proportionnel a r*; mais nous pouvons encore 

appliquer les formules (6) a chaque anneau consider^ separement, et 
trouble par le Soleil. La troisieme de ces formules donne d'abord 

Cr=consl. = F. 

Bien que chaque zone, vue du centre de la Terre, puisse avoir plusieurs 
degres de largeur, il est permis, lorsqu'on ne se preoccupe que des 



(*) Les plus r6centes observations des anneaux de Saturne semblent confirmer celte ma< 
ni^re de voir. 
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resultats moveos, de la trailer comme un anneau tres-mince. Nous au- 
rons done 

C = 2A, C-A=:A = — , 

et les deux premieres equations (6) dcviendront 

d 



(?)_ 



3 . sin cos© 
= — q n" COS9, 



(9) 



dt ^ a r 



<f} 



3 , sinecosfl . 

,^ _^ + n -h - /i'» sin 9. 

at '^ ^ r 



Posons 



p 3 

^ = -/i'*(M sinQ— -Ncoso), 

3 
r 2 



^ = -/i'^(Mcos<p -4-N sincp), 



les fonctions iVI et N devront satisfaire aux equations difTerentielles 



/ -- rfN sin d cos 

2Nr-f- ~— - =0; 
dt 

et le mouveinent de precession de Fanneau que nous considerons sera 
determine par les formules 

de 3 „^ 3 ,,rfM 

dt a i dt 

CO ^' ^d. ^ 

sin0^r=+-/i'»Mf. 
dt 2 

Si Ton suppose d'abord cet anneau de figure invariable, r est con- 
tant, et Ton tire des equations (10) et (i 1) 



M=: ^^^^ — r= const., 



N = o, 

sin d COS 
2r 

Q = const., 

d^ 3 ,, COS0 

dt ^ r 
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II est facile de voir que ces formules representeni le mouvemeni de 
precession de Torbe d'un satellite dont la moyenne distance a la planete 
serait egale an rayon de Tanneau, pourvu toulefois que, si Ton appelle 
a celte moyenne distance et m la masse de la Terre, on ait r^a' =//w. 
Pour appliquer ces formules h I'orbe lunaire, il suffirait d'y remplacer, 
d'apres les notations que nous avons adoptees, par y, ^ par w, /• par //, 
et d'y supposer cosy = i. On aurait ainsi 

Iy = const., 
rfck) _ 3 n" 
dt ~ ^ 4 "yr ' 

ce qui s'accorde avec les resultats de la Mecanique celeste . Si nous avions 
conserve les termes qui dependent de la longitude du Soleil, en appe- 
lant V* cette longitude comptee du noeud ascendant de Tanneau, nous 
aurions obtenu les formules connues 

dy 3 n'« . 

dt 4 n ' 

(i3) / ^ 

(777^-4"^^'~^^^^^'>» 

et nous aurions retrouve ainsi la nutation de Tycho-Brahe. 

Lorsque Tanneau se contracte en se refroidissant, r croit avec le 
temps, et Ton ne pent plus satisfaire aux equations (lo) et (ii) dans 
rhypothese d'une inclinaison constante; car cette hypolhese enlraine 

XT d^lH -_ 

^^ °' liT ~ °' ~ const., 



el d'aulre part la premiere equation (lo) donne 



^ 



,- sinScos^ 



2/-* 



ce qui est contradictoire. Ainsi la derivec --^ n'est pas nulle. Pour re- 

connaitre son signe, observons que, si la vitesse de rotation elait con- 

'•* ^t sin0cos0 . , 1 .. It 

slante, on aurait M = --■ 5 on peul done ailmellrequel expres- 
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sion generate de M se compose de ce premier terme, qui subsiste seul 
lorsque r est constant, et d'une suite de termes qui deviennent nuls 

j^vec^- On a done 

d'ou I'on tire, en negligeant les termes du second ordre devant ceux 
du premier, 

rfM cos^6 rf0 sm 7. B dr 



dt nr' dt 2r^ dt' 



el, en rempla^ant^ par sa valeur (ii) 



rfM / 3 n'» A siniO dr 



(«+|^'cos20) = 



dl \ 8 r» / 2r' dt 

3 n'^ 

Le coefficient g — est toujours plus petit que I'unite; done, si Ton 
suppose Q < 90**, ce qui suffit pour notre objet, la derivee -j- est po- 

dO 

sitive, et il en est de meme par consequent ^^-jj' Ainsi Tinclinaison 

des anneaux sur Tecliptique croit avec le temps; et, si Ton admet que 
ces anneaux finissent par se precipiter a la surface de la planete, on 
congoit qu'il r^sulte de ce ph6nomene un accroissement de Tinclinaison 
de Tequateur terrestre sur le meme plan. On doit observer d'ailleurs 
que des causes analogues ont du faire varier I'inclinaison de Tequateur 
solaire sur le plan du maximum des aires. 

Revenons maintenant ^ I'epoque oil Tatmosphere terrestre, ayant 
d^ja commence k se condenser, s'etendait au delk de Torbite actuelle 
de la Lune, mais tres-peu au dela. II est permis, par ce qui precede, 
de supposer que Tinclinaison 6 de I'equateur de cette masse fluide sur 
le plan de Tecliptique etait alors trbs-petite, et Ton doitadmettre, con- 
formement aux idees de Laplace, que la vitesse de rotation etait a trfes- 
peu pres egale au moyen mouvement actuel de la Lune autour de la 
Terre. Nous representerons par OZ Taxe de Tecliptique dirig6 vers le 
pole boreal, par OP I'axe de rotation, par QQ' Tequateur, et par OX 
)a ligne des equinoxes dirigee vers le noeud ascendant deTequateur sur 
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recliptique, c'est-^-dire vers Tequinoxe d'automne. Dans la masse 
fluide» mais pres de la surface et pres de Tequateur, flottait un noyau 
solide Lf de figure quelconque» qui plus tard est devenu la Lune« Ce 
noyau decrivait, en uu jour sideral, un cercle AB parallele a I'equateur; 




il etait necessairement doue d*un niouvement de rotation, autour d'un 
axe parallele k OP, 6gal a son mouvement de revolulion, sans quoi sa 
surface eut eprouve, de la part du milieu ambiant» des frottements qui 
eussent bientdt amene cette £galit6 et ce parallelisme. D'ailleurs toutes 
ses oscillations periodiques, sauf celles qui appartenaient a la masse 
fluide tout entiere, devaient necessairement etre eteintes par la resis- 
tance du milieu. Ainsi le noyau L a du prendre spontanement une po- 
sition telle que I'axe du plus grand moment d'inertie fut parallele k OP, 
et que Taxe du plus petit moment d'inertie fut dirige vers le point C, 
centre du cercle AB. 

Bientot I'atmosphere terrestre, continuant a se condenser, atteint 
Torbite actuelle de la Lune; la force centrifuge k Tequateur devient 
6gale k la pesanteur, et la Terre abandonne une zone de vapours dans 
laquelle le noyau L est compris. Cette zone, devenue libre, se contracte 
ense refroidissant; sa vitesse de rotation, son inclinaison et son mou- 
vement de precession acquierent des valeurs croissantes avec le temps; 
mais a Torigine son inclinaison est egale a d, sa vitesse de rotation est 
egale k n, et le mouvement de son plan equatorial est determine par 
les formules (i3), pourvu qu'on y remplace y par 9. Tant que le noyau 
L reste compris dans cette zone, sa vitesse de rotation et sa vitesse de 

Janales scientifiques de r£coU Normale sup6rieure. Tome VI. 1 1 
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revolution restent egales a ia vitesse de rotation de la zone» et. le plan 
de son equateur reste parallels au plan equatorial de la zone; de sorte 
que, si Ton imagine par le point L un plan parallMe a recliptique, et 

si Ton designe par ^ le mouvement de precession de I'equateur lunaire 

sur ce plan, on a constamment 

d^ _ d(i} 
'dt'~"di' 

Mais le noyau solide L ne fait pas partie de la zone de vapeurs qui 
I'enveloppe, et, lorsque cette zone se contracte, il s'en detache en de- 
venant un satellite independant. II conserve encore sa vitesse de rota- 
tion et sa vitesse de revolution, qui etaient egales et qui restent egales, 
mais il commence a decrire autour du foyer une orbite, dont le plan 
est determine par ce point et par la tangente k sa trajectoire au mo- 
ment oil la rupture a eu lieu. Remarquons sur-le-champ qu'il faut ecar- 
ter le cas oil le noyau L, au moment de la rupture, aurait ete compris 
entre les deux tropiques EF, GH, car Tinclinaison de I'orbite sur 1*6- 
cliptique aurait et6 alors tout au plus egale a 2d, tandis que nous Sa- 
vons, par les observations, que cette inclinaison est plus grande que 2$. 
AppelonsX la latitude geocentrique du noyau L, au moment oil il se 
separe de son anncau, et supposons en valeur absolue X > 9, en laissant 
arbitraire le signe de cette latitude. Si la Terre ne tournait pas en pre- 
sence du Soleil, nous ne pourrions assignor aucune raison pour que la 
separation se fut produite en un point plutot qu'en un autre de la tra- 
jectoire; ce phenomfene eut ete determine par des causes secondaires, 
telles que le defaut d'homogeneite de la mati^re et la distribution in6- 
gale de la chaleur dans ses difTerentes parties. Mais la difference des 
actions du Soleil sur le point et sur le point L constitue une cause 
preponderante, qui a du determiner le phenomfene dont il s'agit; et 
tandis qu*il existe entre les molecules de Tanneau iluide une cohesion 
qui les empeche d'obeir individuellement aux actions de la pesanteur, 
Tadhesion reciproque du fluide etdu noyau Lest nulle ou insensible (^). 

(*) G'est ce qui r^sulte de ce fait que la Lune n'a point d'atmosph^re. Si Ton voulait 
admettrc que cet astre est dou6 d'une atmosphere tr^s-rare, il faudrait prendre la surface 
limite de cette atmosphere pour surface limite du noyau L. 
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II est done vraisemblable que la rupture a eu lieu lorsque le Soleil se 
trouvait le plus prfes possible du zenith ou du nadir du point L, c'est- 
k-dire au monient de Tune des syzygies et dans le voisinage de Fun des 
solstices : le noyau L etant, par exemple, en A si sa latitude X est bo- 
reale, ou dans la position symetrique A' si cette latitude est australe, 
et le Soleil se trouvant indifferemment vers Y ou vers Y'. 

On voit immediatement que, dans cette hypothese, Tinclinaison 7 de 
Torbite sur Tecliptique est 6gale a X — 6, et que le noeud descendant 
de Torbite a du coincider a Torigine avec le noeud ascendant de Tequa- 
teur; nous allons montrer que les choses etaient disposees de telle sorte 
que cette coincidence a du se maintenir ind6finiment. En effet, lorsque 
le noyau L, encore enveloppe dans la zone fluide, arrive en A ou en A', 
on pent le considerer commc decrivant un Element d'une orbite inclin6e 
sur I'ecliptique d'un angle y, et Ton pent lui appliquer les formules qui 
determinent le mouvement de Tequateur lunaire. Or, si Ton designe 
par 9 la longitude selenocentrique de la Terre, comptee a partir d'une 
droite parallele a OX, ces formules sont (^) 

de 3 C-A ,. 
^=~-/i-5-(04-y)sin2(p, 



d^ 3 C-A/ y\, 



et, puisqu'on suppose le noyau L en A ou en A', il faut faire sin 29 = o, 
cos2f = — I, ce qui donne 



de d^ , C-A/ 7\ 



D'un autre cote, le mouvement de precession de Tanncau, dont le 
noyau L fait encore partie, est determine par les formules (i3), pourvu 
qu'on y remplace y par 0. Puisqu'on suppose le Soleil en Y ou en Y', 
il faut faire sin 2^' = o, cosa^' = — i, et Ton tire de ces formules 



de_ rfw ___ 3 n^ 
dt ~°' "57 — 2/1 



(*] Foir le Mtooire d^jk cit^. Nous prenoDS, bien entendu, les formules qui determinent 
le mouvement de T^qualeur vrai ou instantan^, et non celles qui determinent le mouvement 
de requateur g6omeirique. 

II • 
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Le mouvement retrograde des noeuds de Fanneau est done double de 

sa valeur moyenne; desorte que, si nous representons ici par (■^) l^ 

inoyen mouvement des noeuds de Torbe lunaire, nous aurons, au mo- 
ment que nous considerons, 



rfw fdo}\ 



Mais, par ce qui precede, on doit avoir constamment 

d^ d(ti 

Done, si le noyau L se separe de Tanneau precisement en A ou en \\ 
on aura, dans Tetat initial, 



/do}\ 3 C — A/ y\ 



equation identique a celle que nous avons numerotee (4)» 6t qui ex- 
prime la condition necessaire pour que la coincidence des noeuds, une 
fois etablie, se maintienne indefmiment. 
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Je me suis propose, dans ce travail, (retudier quelques-unes des 
questions physiologiques qui se rattachent a Tindustrie de la soie. 
Malgre son importance, cette industrie est restee ]usqu*a ce jour a peu 
pres exclusivement fondee sur t'empirisme et la routine, et Tabsence 
de documents theoriques pouvant scrvir de base a des previsions et a 
des raisonnements s'est surtout fait sentir au moment oil repidemie, 
qui depuis vingt ans desole nos contrees sericicoles, a pris des propor- 
tions telles qu*il a fallu songer a la combattre serieusement. La science 
s'est alors trouvee a peu pres desarmee, et la pressante necessite d*un 
r.emede Tayant forcee depuis lors a s'occuper davantagc de la pratique 
que de la theorie, il en est resulte que si elle possede aujourd*liui 
contre la maladie actuelle I'excellent moyen prophylactique sorti des 
remarquables travaux de M. Pasteur, elle se verrait obligee, contre 
une maladie nouvelle, a recommencer de nouvelles etudes, accompa- 
gnees des memes difficiiltes. Et ce n*est pas seulement pour I'indus- 
trie de la soie qu'il en est ainsi. La situation est a peu pres la memo 
pour toutes celies dont la matiere premiere est un de ces etres vivants. 
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animaux ou vegetaux, que la progression toujours croissante de dos 
besoins nous force a produire en quantites de plus en plus conside- 
rables. De la rutilite de multiplier dans les temps calmes les travaux 
theoriques, qui doivent devenir, pour ainsi dire, les travaux de la paix, 
et qui ne demandent heureusement pas pour etre executes Thabilet^ 
consommee et le genie d 'invention qui doivent y presider dans les 
temps de crise. 

La science sericicole s*est pourtant enrichie dans ces derni^res an- 
nees d'un grand nombre de travaux, parrai lesquels je citerai surtout 
les remarquables etudes de statique chiraique publiees parM. Peligot. 
Mais je ne connais pas de recherches suivies faites sur la graine de 
vers a soie, dont Timportance commerciale est devenue, depuis quel- 
que temps, extremement grande, et dont la bonne ou mauvaise mani- 
pulation a surle succes de I'education Tinfluence la plus incontestable. 
J'ai done cru qu'il n'etait pas inutile d'etudier la respiration de cette 
graine. Je Tai fait en me pla^ant le plus possible au point de vue theo- 
rique, mais en negligeant pourtant etremettantk plus tard les questions 
incidentes qui me paraissent avoir moins d*interet au point de vue pra- 
tique. 

I. — Respiration de la graine de vers a soie. 

La graine sur laquelle j'ai opere avaitete faite par moi-mSme I'annee 
derniere, dans le Puy-de-D6me, et provenait de vers qui jusqu'a la fin 
s'6taient montres tres-vigoureux et trfes-sains, et avaient donn6 des pa- 
pillons dont aucun n*etait corpusculeux. Des essais preliminaires ayant 
montr^ que la respiration de ces oeufs, qui consiste comme a Tordinaire 
en une absorption d*oxygene et une exhalation d'acide carbonique, 
etait tres-lente, je me suis contente pour T^tudier de renfermer la 
graine dans des flacons boucb^s dont j'analysais Tair au bout de quelque 
temps. C'etait m'eloigner un peu des conditions physiologiques, mais 
c*etait rendre aussi Titude plus facile et plus rapide. Nous verrons du 
reste plus tard que Tasphyxie n'a pas sur les graines Tinfluence qu'elle 
aurait sur des etres plus eleves en organisation. 

Je me suis assure, d'ailleurs, que pourvu qu*on ait la precaution de 
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ae pas laisser trop longtemps les graines sejourner dans ud meme vo- 
lume d'air, leur respiration ne dift^re pas beaucoup de la respiration 
normale. En abandonnant, en effet, pendant le meme temps un meme 
poids de graine dans des flacons de capacite differentei on constate que 
la quantite d*oxygene transforme est d*autant plus grande que le flacon 
est plus grand, ce qui prouve que dans les pctits la graine sent des les 
premiers moments Teflet de I'asphyxie, mais la difference n'est pas 
grande, ainsi que le montrent les tableaux suivants : 

Graine dg^e de 3 jours, i jour de respiration. 



Volume 


Oxy(;^ne 


Aeide carbonique 


du flacou. 


transforme. 


produit. 


oc 
16,0 


CO 

«,4 


ponr 100. 
8,57 


80,0 


2,2 


2,85 


i33,o 


2,6 


1,83 


jraine dg^e 


de 2 jours, i jour de respiration. 


Volume 


Oxygene 


Acide carbonique 


du flacon. 


transform^. 


produit. 


oc 
16,0 


CO 

^'7 


poor 100 
16,33 


1 33,0 


3,9 


2,58 



Le premier tableau montre que tant qu'on ne depasse pas 3 ou 4 
pour loo d'aeide carbonique, la respiration reste a peu pres normale, 
mais qu'k 8 pour lOo d'aeide carbonique, elle perd un peu de son acti- 
vite. Toutefois, ce ralentissement n'est pas aussi complet qu'on pour- 
rait le'croire, puisque dans le second tableau, ou la graine du premier 
tlacon a vecu dans un air renfermant k la fin i6 pour too d'aeide car- 
bonique, I'activite de sa respiration, mesuree par la quantite d'oxygfene 
transforme, n'est pas devenue deux fois plus faible que dans I'autre 
flacon^ ou,la quantite d'aeide carbonique n'ayant pas depasse 3 pour i oo, 
la respiration etait rest^e a peu pres normale. 

Les graines ont done, en meme temps, une assez grande sensibilite 
vis-a-vis de I'asphyxie, et une assez grande force de resistance centre 
ses effets. Nous verrons cette conclusion se corroborer dans la suite de 
ce travail. Pour le moment, on voit que Ton pent se contenter, pour 
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ctudier li respiration de la graine, de la renfermer daDs des flacons dont 
on etudic Fair au bout d*un temps plus ou moins long. Cest ce que 
j'ai fait en me servant de flacons de i6 centimetres cubes environ, ou 
j'introduisais i gramme de graine. 

Ce procede operatoire m'obligeait, il est vrai, a negliger entierement 
la question de Tabsorption ou du degagement d*azote pendant la respi- 
ration. Mais d'autres experiences, dont je citerai plus bas quelques- 
unes, m'ayant montre que ce degagement d'azote, s'il existait, etait 
tres-faible, jc Tai suppose nul, et j*ai toujours admis implicitement que 
le volume primitif de ce gaz n'avait pas varie. 

J'ai neglige aussi comme ne pouvant empecher mes resultats d'etre 
comparables entre eux sous le rapport de la quantity de graine mise en 
action, les pertes de poids que cette graine eprouve en vieillissant. 
Voici cellos qu'a subies la mienne, pesee le lendemain de la ponte : 

Ago de la graine. Perte pour lOo. 

2 jours o , i6 

3 » ^ o,4o 

5 D O974 

9 « '»>4 

18 }) ^ 1,57 

3 1 D 2,36 

2 mois 3,10 

5i » .. 4>4o 

7 » ^iSo 

gl D (mise a I'^closion) 6,10 

3 jours apres 8,00 

Veille de T^closion i4*6o 

La perte reste, comme on le voit, k peu pres stationnaire pendant 
longtemps, et ne devient gufere sensible qu'au voisinage de Teclosion, 
au moment oil le ver se forme dans I'oeuf, dont il n'occupe plus a la 
fin que la peripheric. Mais jusqu'alors la variation de poids est de peu 
d'importance et k peu pres constante, je Tai negligee, et ai toujours in- 
troduit dans mes Qacons le meme poids, savoir : i gramme de graine. 

Une influence beaucoup plus importante a bien connaitre etait celle 
de la temperature sur I'activite de la respiration. J'ai cherche k la me- 
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surer a diverses ^poques, je Tai toujours trouvee tres-marquee. Je don- 
nerai seulement deux experiences qui le demoDtrent: 

Graine dgie de 21 jours, 4 jours de respiration. 

Temperature Temperature 
= 3oo =150 

Acide carbonique 9,05 3,86 

Oxygene ii,n i4,58 

20,16 18,44 

Graine dg^e de 7 mois, i mois de respiration. 

Temperature Temperature 
= i6« =30,5 

Acide carbonique i9>i5 10, 5a 

Oxygene 0,60 4»5* 

19,75 i5,o3 



L'action puissante de la temperature, mise en evidence par ces re« 
sultats, devait evidemment venir compliquer Tetude que je voulais 
faire des variations normales de I'activite respiratoire de la graine a 
diverses epoques entre saponte et son eclosion. J'aurais pu s^parer les 
deux eiTets, celui de Tage et celui de la temperature, en maintenant 
cette derniere constahte. J'ai prefere les laisser reunis, et etudier la 
graine conservee dans les conditions normales. EUe datait des premiers 
jours d'aout. Je Tai laissee pendant tout ce mois dans le local ou elle 
avait ete faite, a une temperature qui a ete malheureusement toujours 
trop elevee, attendu qu'elle a varie entre 20 et 24 degr^s. Puis la graine 
a ete transportee dans un caveau sec et bien aer^, oil la temperature 
s'est abaissee en hiver jusqu'k l\ degres. Au printemps, elle a ete con- 
servee dans une cave fraiche jusqu'au moment d'etre mise a Teclosion. 
A diverses epoques, j'introduisais 1 gramme de cette graine dans un 
flacon de 16 centimetres cubes, que j'abandonnais a lui-meme et dont 
j'analysais I'air apres un temps variable. 

Annales scientifiques de VEcoU Nor male tupdrieure. Tome VI. 12 
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Voici le tableau qui rassemble les r^sultats obteuus : 



1 

1 

AGE 

de 
la graine. 


TEMPS 

dela 

respiration. 


TEMPERATURE. 


1 
1 

ACIDE 

CARBONIQUE 

produit. 


OXTG^NE 
restant. 


SOMMB. 


1 jour. 

2 B 


jt»ar« 
1 

1 


o 
21 

21 


5,17 


12,71 
8,08 


17,88 
20,54 


3 »» 


1 

1 1 


20,5 


9,65 


11 ,o3 


20,68 


4 » 


1 


20 


4,5o 


15,91 


20,41 


6 » 


I 


21 


2,14 


17, '4 


19, a8 


7 » 


2 


21 


4,22 


i5,84 


20,06 


i3 i> 


! 


21 


4,25 


i5,6o 


19,85 


•23 » 


2 


20 


2,56 


16,49 


19,05 


I mois. 


2 


21 


1,78 


17, >4 


18, 9» 


2 » 


G 


20 


5,07 


i3,o4 


18,11 


3 » 


6 


l6 


4,17 


l3,20 


17,37 


5 » 


lO 


11 


1,46 


l5,22 


16,68 


7 ^ 


20 


7 


7,41 


8,i5 


i5,56 


9 « 

Velire 
de r^lMtoD 


7 

I 

1 


8 
28 


6,59 
17,70 


10,76 



17,35 
17,70 



Enfin, pour relier autant que possible la respiration de la graiue a 
celle (les vers qui en proviennent, j'ai introduit le lendemain de Teclo- 
sion 240 milligrammes = 470 vers, dans un flacon de 26 centimetres 
cubes. Au bout de vingt-quatre heures ils ^taient tons morts» Tair ren- 
fermant 18 ,82 pour 100 d*acide carbonique et pas d*oxygfene. 

Envisages d'une maniere generale, les nombres que renferme ce ta- 
bleau montrent que la respiration ne se fait pas avec la mSme intensite 
k toutes les epoques. Tres-active au moment de la ponte, elle s'afTaiblit 
peu a pen jusqu'en decembre ou Janvier, oil elle presente un minimum. 
Puis a lieu une espfece de reveil dela graine engourdie, el la respiration 
va en s'accelerant jusqu'k Teclosion. Remarquons pourtant qu'on ne 
saurait considerer la puissance de cette fonction comme proportion- 
nelle, soit a la quantite d'oxygfene consomme, soit a la quantite d'acide 
carbonique produit, et cela a cause du phenomene d'aspbyxie qui com- 
mence presque des les premiers moments, et suspend d'autant plus la 
respiration que Tair ambiant est dejk plus vicie. Nous verrons bientot 
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comment il esl possible de faire sortir de ce tableau, malgre cette 
cireoDstance, la marche reelle de Tactivite respiratoire pendant toute 
la vie de la graine. 

Mais nous pouvons deja en tirer plusieurs renseignements utiles. II 
montre d'abord que I'activite respiratoire de la graine, quoique subis- 
sant rinfluence de la temperature, n*est pourtant pas uniquement com- 
mand^e par elle. Ainsi sept mois apres la ponte, c'est-^-dire au mois 
de mars, et malgre Taction d'unc temperature de 7 degres, la respira- 
tion a 6te plus active qu'en Janvier, oil pourtant la temperature efait 
de 1 1 degres. D'un autre cdte, dans les deux premiers mois, et malgre 
Taction a pen pres constante d'une temperature de 20 degres, la respi- 
ration a ete en diminuant graduellement d'intensite. 

L'bibernation de la graine parait done etre un phenomene normal, 
independant jusqu'a un certain point de Tabaissement de temperature. 
C'est, du reste, un fait important et que nous retrouverons tout a Theure. 

La respiration des trois jours qui suivenl la ponte merite encore de 
fixer Tattention. Elle est, comme on voit, tres-active, et, en outre, le 
troisieme jour, elle passe par un maximum. Or, correlativement a sa 
marche, se d^veloppe le phenomene bien connu du changement de 
couleur de la graine, dont la teinte d'abord jaune clair passe au jnune 
rougeatre, puis a la couleur cafe au lait, puis a la couleur lie de vin, 
qu'elle conserve jusqu'a Teclosion. Ce changement a ete surtout sen- 
sible sur ma graine du second au troisieme jour, c*est-a dire au moment 
oil la respiration a ete le plus active. 

De plus, a partir du moment oil le changement de couleur de la 

graine devient sensible a Toeil, et pendant qu'il dure, le volume de 

Tacide carbonique produit egale a pen pres le volume d'oxygene 

disparu, tandis qu'a toutes les autres epoques il en diff^re de 2 a 5 

pour 100. On pourrait considerer cet effet momentane comme du a la 

superposition de deux phenomenes, la respiration de la graine se 

faisant comme k Tordinaire, avec disparition apparente d'une ^rtion 

de Toxygfene, et le changement de couleur de Tenveloppe, qui serait 

une veritable combustion de carbone seul, et dont Taction predomi- 

nante ferait disparaitre la diminution d'oxygbne due a la respiration. 

-Cette conclusion serait naturelle si Ton trouvait pendant toute la vie de 

la graine un rapport a peu pres constant entre le volume de Tacide car- 

12. 
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bonique produit et le volume de Toxygene absorbe. G'est a quoi il 
serai t naturel de s'attendre, la graine ^tant toujours en apparence sem- 
blable a elle-meme, a I'abri des effets d'une alimentation variee, de 
I'etat de digestion ou d'abstinence. Mais on voit qu'il n'en est pas 
ainsi, et que le rapport de ces deux volumes de gaz est variable aux 
diverses epoques. II n'est meme pas constant a un moment donne, et 
les experiences sur Taction de la temperature rapportees plus haut 
montrent qu'il est toujours plus voisin de Tunite avec la chaleur 
qu'avec le froid. Nous verrons en outre lout k I'heure qu'il varie pour 
une meme graine avec le degre de Tasphyxie auquel elle est soumise. 
II est done inutile de considerer dans la vie de la graine deux periodes 
diiTerentes entre elles par la valeur de ce rapport, d'autant mieux que 
le tableau ci-dessus montre qu* elles passent insensiblement Tune a 
I'autre. On voit, en outre, si les autres animaux ressemblent pour la 
respiration a la graine de vers k soie, ce qui n'est pas improbable, 
combien il est vain de chercher a etablir chez eux un rapport constant 
entre le volume de Toxygene absorbe et le volume d'acide carbonique 
produit. 

En resume, la respiration de la graine presente deux periodes d'acti- 
vite, separees entre elles par une periode d'hibernation normale et 
physiologique. II etait naturel de penser que la force de resistance aux 
agents exterieurs devait etre tres-differente aux differents ages, c'est ce ' 
que je me suis propose de rechercher en commen<;ant par I'etude de 
rinfluence de I'asphyxie, et en passant ensuite k celle de la temperar 
lure. 

II. — Ipfluence de Vasphyxie. 

Pour suivre autant que possible la progression des effets de I'as- 
phyxie, j'enfermais un gramme de graine dans plusieurs flacons de 
capaciH a pen pres egale que je reprenais ensuite, un k un, k des inter- 
valles differents, pour en analyser Tair : chaque lot de graine 6tait 
ensuite soigneusement debarrasse du mercure avec lequel il avait ete 
forcement en contact, et conserve pour 6tre eleve a cote de graine 
normale qui n'avait subi aucun traitement. 

J'ai commence par etudier la graine au moment de la ponte, en Ten- 



D£ LA GRAINE DE VERS A SOIE. qS 

fermant viDgt-quatre heures apres dans des flacons de i6 centimetres 
cubest dont le premier a ete ouvert le lendemain, et les autres de jour 
en jour. Voici les resultats obtenus : 



AouT. — Lendemain de la ponte. 



TEMPS 

dela 

respiration. 

i 


TEMPERATURE. 


ACIDE 

CARBONIQUE 

produit. 


OXYGENE 
restant. 


SOMME 


joarf 

I 
1 


o 
21 


5,17 


12,71 


17,88 


1 


21 


18,96 


» 


18, 9« 


3 


20 


21 ,08 


» 


21 ,08 


4 


20 


21 ,20 


» 


2 1 , 2U 


7 


20 


22,00 


» 


22 , UO 



On voit qu'au bout de deux jours tout I'oxygene a deja disparu, et 
la graine en absorbe les dernieres portions avee une telle puissance, 
qu'on pent se servir d'oeufs de vers a soie au lieu d'acide pyrogallique 
pour faire une analyse d'air. II sufiit, apres mesure du volume d'air 
dans un tube gradue, d'y faire passer a travers le uiercure une petite 
ampoule ouverte k Tune de ses extr^mites legerement effilee et remplie 
de graine bien tassee. L'oxygene de Tair se transforme peu a peu en 
acide carbonique. On Tabsorbe si Ton veut au fur et a mesure avec 
quelques gouttes d'une dissolution de potasse, qui, grace a Tampoule, 
ne touche pas les graines. L'absorption terminee, on fait la lecture sur 
I'eau, a travers laquelle I'ampoule tombe entrainant avec elle les graines 
et la faible quantite d*azote qu'elle avait emportee dans Fair a analyser. 
II y a une erreur qui tient a Toxygene primitivement contenu aussi 
dans Tampoule, mais elle est tres-faible» et on trouve par ce procede, 
en somme grossier comme manipulation, des nombres qui varient 
entre 20, 3 et 20,7 d'oxygene. Mais ces experiences demontrent aussi 
que s*il se degage de Tazote, c'est en proportions tres-faibles, et c'est 
pour cela que j'ai tenu a en parler. 

Le tableau ci-dessus montre, en outre, que si tout Toxygene est deja 
absorbe au bout de deux jours, la vie de la graine n'est pas pour cela 
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interrompue, et qu'elle continue a degager de I'acide carbonique jusqu'a 
ergaler et m^me depasser ie volume primitif de Toxygene. Je reviendrai 
tout *a I'heure sur ce fait. J'en conclus seulement maintenant que la 
grainc a resiste a I'asphyxie au moins jusqu'au quatrieme jour. Un 
autre phenomene sensible k Toeil conduit a la meme conclusion. Les 
graines, qui, au moment oil on les a mises dans le flacon, etaient encore 
jaunes, ontbientot commence a changer; mais, une fois tout Toxygene 
absorbe, leur couleur est restee stationnaire jusqu'au moment oil le 
flacon a ete ouvert. Celles des trois premiers flacons ont alors continue 
a subir leurs transformations normales. Pour le quatrieme, quelques- 
unes, au lieu de changer de teinte et de rester turgescentes, se sont 
aplaties et sont mortes. Pour le cinquieme, toutes les graines ont peri. 
On doit en conclure qu*a ce moment de leur existence elles ne resistent 
pas a I'asphyxie plus de deux ou trois jours. 

Elles resistent encore moins la veille de Teclosion, et douze heures 
de sejour dans un air prive d'oxygene suilisent alors pour tuer le ver 
deja forme dans Toeuf. L'organisme de ce ver a pourtant encore assez 
de puissance, comme nous Tavons vu, pour aller chercher dans Pair les 
dernicres traces de gaz respirsible. 

Restait k savoir la force de resistance entre ces deux epoques. J'ai 
pour cela soumis la graine a Taspbyxie k trois moments differents. 
D'abord en aout, vingt jours apres la ponte, c'esta-dire au moment oil 
I'activite respiratoire va en decroissant de jour en jour; puis en hiver, 
au lo Janvier, oil cette activity est voisine du minimum; enfln au 
27 avril, epoque oil elle recommence k augmenter. Voici les resultats 
trouves : Pour le mois d'aout, les experiences I k IV ont ete faites dans 
des flacons de i3 centimetres cubes, les autres dans des flacons de 
17 centimetres cubes : les experiences IV et V, faites le meme jour, 
servant de transition. Pour janvier et avril, tons les flacons etaient de 
16 centimetres cubes. 
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AouT. — Jge de la graine, 20 jours. 



EXPE- 
RIENCES. 


TEMPS 

de la 

respiratiou. 


1 


Joars 
2 


II 


4 


III 


6 


IV 


8 


V 


8 


VI 


10 


VII 


14 


VIII 


20 



TEMPERATURE. 



22 

23 

23 

23 

23 

22,5 

22 

23 



ACIDB 

GARBONIQUE 

produit. 



4,3o 

7,00 

11,40 

i4,3o 

1 1 ,00 

l3,20 

16, 3o 
18,72 



OXTGENE 
restant. 



14,40 

9,40 
4,10 
1 ,3o 
4,80 
1,70 

n 

)) 



SOMME. 



18,70 
16,40 

i5,5o 
1 5, 60 
i5,8o 

14, 9« 
]6,3o 

18,72 



10 JANVIER. — j^ge de la graine, 5 mois et demi. 



EXPE- 
RIENCES. 


TEMPS 

deU 

respiration. 


TEMPERATURE. 


ACIDE 

GARBONIQUE 

produit. 


oxtgEne 
restant. 


SOMME. 


I 


Jonn 
5 



10 


0,00 


18, 3o 


18, 3o 


II 


10 


II 


1,46 


l5,22 


16,68 


m 


i5 


9 


3,00 


14,23 


17,23 


IV 


3o 


9 


7,9« 


6,47 


14,38 


V 


45 


8,5 


12,68 


0,74 


i3,42 


VI 


5o 


10 


«3,79 


« 


i3,79 


VII 


55 


12 


15,07 


» 


i5,07 


VIII 


65 


11 


i5,3o 


n 


i5,3o 



EXPE- 
RIENCES. 



I 
II 



27 AYRiL. — Age de la graine, 9 mois. 



TEMPS 

de la 

rmpiration. 

Joort 
7 
18 



tempEraturb. 


ACIDB 

GARBONIQUE 

produit. 


OXYGBNE 
restant. 




8 
' 10 


6,59 
17,37 


10,76 

» 



SOMME. 



17,33 
17,37 
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Le phenomene est encore le meme qu'aprfes la ponte. L'oxygene 
disparait peu k peu, sans etre remplace par un 6gal volume d'acide 
carbonique, et la disproportion est meme d'autant plus grande que 
I'asphyxie dure plus longtemps. Puis, une fois l'oxygene disparu, la 
vie ne cesse pas pour cela, et la graine degage encore pendant long- 
temps de Tacide carbonique. Ce phenomene se presente meme avec un 
tel caractere de Constance etde regularite, qu'il merite de fixer Talten- 
tion. 

11 est evident que, au moins pour la graine de vers k soie, on n'a pas 
le droit de conclure que la portion de Toxygene disparu que Ton ne 
retrouve pas dans I'acide carbonique forme est entree dans des combi- 
naisons non gazeuses. On voit qu'une partie au moins, sinon tout, 
s'unit d'une maniere instable avec les tissus de la graine> et sert ^ sa 
respiration lorsque d^ja tout celui qui existait a Tetat libre a disparu. 
Maintenant, faut-il admettre pour la graine deux modes de respiration, 
suivant qu*il y a de Toxygene libre ou qu'il n'y en a pas. N'est-il pas 
plus naturel de penser que, dans un cas comme dans Tautre, la graine 
respire non par l'oxygene libre, mais par celui qui est fixe sur ses 
tissus, qui s'y renouvelle constamment, et qu'elle menage d'autant plus 
qu'elle en trouve moins autour d'elle pour le remplacer?Si elle n'en 
trouvc plus, elle vit aux depens de ce qui lui reste, et la mort survient 
si on ne lui permet pas de renouveler son approvisionnement (i). 

Cette maniere de concevoir le phenomene est d'accord avec ce que 
nous allons voir tout a Theure de la degradation insensible des effets 
produits sur ces divers lots de graine par I'asphyxie, et de I'dbsence 
complete de saut brusque correspondant au moment oil tout l'oxygene 
a disparu. La respiration de la graine ne serait plus alors un phenomene 
purement chimique, une simple combustion de tissus, mais une fonc- 
tion complexe, une resultante de trois phenomenes principaux (d'un 
cdte, la fixation de l'oxygene sur les tissus; de I'autre, la formation, puis 
I'exhalation de I'acide carbonique), qui seraient, en vertu de leur nature 

i 

(i) En d'aulres termes, tout se passe comme s'il y avait dans la graine une mati^re ana- 
logue au sang des animaux sup^rieurs. Ce qui con6rme cette maniere de voir, c*est qu'en 
broyant de la graine, on en tire un liquide visqueux qui absorbe rapidement l'oxygene. Dans 
une cxp6rience, 4 centimetres cubes de ce liquide, laiss^ trois heures dans un flacon de 
jLO centimetres cubes, y avaient absorb^ 0^,4 d'oxyg^ne et exhal6 o^,ti d'acide carbonique. 
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difTercnte, diversement iufluences par les circonstances au milieu des- 
quelles ils se produisenf, et dout les plus importantes seraient I'etat 
chimique des tissus» la compositiou de I'air ambiant, la temperature. 
De telle sorte, on pourrait avoir comme dans Texperience I de Janvier, 
rapportee ci-dessus, absorption d*oxygene sans exhalation d'une quan- 
tite sensible d'acide carbonique, soit production d'acide carbonique sans 
absorption d'oxygene, corame cela arrive toujours a la fin de Tasphyxie. 

Inslinctivement, on rapproche ce dernier fait du fait a peu pres iden- 
tique observe par W. Edwards sur divers animaux qui, plonges dans 
Tazote ou I'hydrogene pur, n'en donnent pas moins de I'acide carbo- 
nique. Si Tassimilation de la graine aux autres etres ^tait admise, les 
deux faits auraient la meme explication. Cette assimilation neparait pas 
hasardee quand on songe que beaucoup de phenomenes observes sur les 
autres animaux existent aussi pour la graine. Ainsi on retrouve dans 
les tableaux precedents ce que MM. Allen et Pepys {Philosophical Trans- 
actions, i8o3) ont observe pour I'homme^ a savoir : que, dans les circon- 
stances d^favorables a la respiration, I'absorption d'oxygene est plus 
sensible. Dans son beau travail sur la respiration, M. Regnault a montre 
que cbez les marmottes le rapport entre Toxygene contenu dans Tacide 
carbonique et I'oxygene consomme dans la respiration diminuait pen- 
dant Tetat d'hibernation. La graine est dans le meme cas que le montre 
le tableau de la page 90. 

Enfin, comme nouvelle ressemblance qui nous ramene directement 
a Tobjet de nos etudes, M. Regnault a constate que les marmottes 
resistent beaucoup mieux a I'asphyxie k Fetat d'engourdissement qu'a 
Tetat d'activit^ normale. Les tableaux ci-dessus montrent qu'il en est 
de mSme pour la graine qui pent vivre pendant 10 jours en aout, 
pendant ao jours en decembre, dans un air dont elle a au prealable 
absorbe tout Toxygene. Nous verrons en effet tout a Theure que la 
graine n'est pas morte dans ces conditions, et sa force de resistance 
centre I'asphyxie ne laisse pas que d'avoir quelque chose de surpre- 
prenant quand on songe combien, au debut de cette etude, nous Tavons 
trouvee sensible k cette influence. Mais ces deux propriet^s, loin de se 
contredire, s*expliquent Tune Tautre. C'est parce que la graine suspend 
sa respii'ation , la modele pour ainsi dire sur le degre de viciation de 
I'air ambiant, qu'elle pent resistor. 

AnnaUs scientifiques de Vicole Normale supSrieure, Tome VI. 1 3 
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Cette respiration moderee conserve pourlant toujours assez de puis- 
sance pour aller chercher les derniferes traces d'oxyg^ne dans Fair, et, 
comme Texperience suivante le montre, elle est toujours prSte h 
reprendre son activity premiere d^s que les circonstances exterieures 
deviennent favorables. 

Le 20 aout, je pese deox lots de i gramme de graine pondue le 
28 juillet. L'un de ces lots est laisse a I'air, I'autre asphyxie pendant 
6 jours dans un flacon de 16 centimetres cubes. Au hout de ce temps, 
on introduit rapidement les deux lots d^ns deux flacons 6gaux de 
16 centimetres cubes, dont on analyse Tair au bout de 4 jours. Celui 
oil avaient respire les graines asphyxiees au prealable pendant 6 jours 
avait la composition suivite : 

Acide carbonique 6,47 

Oxygene ' ^ jf)^ 

Pour Tautre, on a trouve : 

Acide carbonique 6,o3 

Oxygene i3,i2 

19,15 

Une asphyxie de 6 jours n'avait done nullement affaibli les graines, et 
leur activite respiratoire au sortir de cet etat etait au moins aussi 
grande, sinon plus, qu'a Tetat normal. 

Je dis sinon plus, parce qu*il est evident qu'il y a des moments oil on 
peut realiser ce fait paradoxal, que de la graine au sortir de Tasphyxie 
respire plus activement que si elle n*avait pas ete asphyxiee. II suffit 
de se rapporter aux resultats precedents pour s'en convaincre. Si, par 
exemple, on suspend un ou deux jours, au moyen de Tasphyxie, le 
changement de couleur des graines au second jour de leur existence, 
et qu*on compare leur respiration pendant qu'elles traversent ensuitc 
cette periode d'activite respiratoire energique, a celle des graines qui 
Tonl deja traversee, on trouve, et Texperience verifie, que Tavantage 
est du cote des graines asphyxiees. Le meme fait peut se reproduire 
pendant tout le temps oil Tactivite respiratoire est en decroissance. 
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Ainsi, dans une experience identique a celle que nous venons de 
rapporter, de la graine agee de la jours, asphyxiee d'abord 8 jours, 
puis mise aussitot et laiss^e pendant 6 jours dans un flacon de i6 cen- 
timetres cubes, y avait produit 12,9 pour 100 d'acide carbonique, pen- 
dant que la meme graine, asphyxiee seulement pendant les 6 derniers 
jours, n*en avait produit, dans un flacon egal, que 7,93 pour 100. 

A o*envisager que ces resultats, I'asphyxie de la graine serait d*une 
innocuit^ complete, a la condition de n'etre pas poussee trop loin. 
Elle a, pour ainsi dire, ses regies normales, son mecanisme special, que 
nous connaissons bien maintenant, et la regularite de son action nous 
permet de tirer du tableau de la page 90 la marche reelle de Tactivite 
respiratoir^pendant la vie de la graine. Nous avons vu qu'il ne pent 
pas la donner directement, a cause du phenomene d'asphyxie qui com- 
mence dhs les premiers moments, et dont les effets sont d'autant plus 
marques que la viciation de I'air est plus grande. Mais nous avons dans 
Tetude faite de Taspbyxie, soit au mois de Janvier, soit au mois d'aoAt, 
une mesure de ces efTets. II est Evident en efTet que, si nous compa- 
rons en avril et en Janvier, par exemple, les temps n^cessaires, non pas 
a la production d'unecertaine quantity d*acide carbonique (nous savons 
pourquoi), mais a Tabsorption d*une certaine quantity d'oxygene, les 
activites respiratoires a ces deux epoques seront en raison inverse de 
ces temps. En prenant celle du mois de Janvier pour unite, on dresse 
le tableau suivant, qui resume assez fidelement la respiration de mes 
graines pour les conditions de temperature oil elles ont ete placees : 



AGB 


ACTIVITY 


AGE 


ACTIVITY 


de la graine. 


respiratoire. 


de la graine. 


respiratoire. 


I jour. 


i3,8 


tZ jours. 


3,8 


2, » 


26,0 


I mois. 


3,2 


3 » 


»9)0 


a j> 


2,3 


4 » 


8,9 


51 «» 


1,0 


6 » 


7,0 


7 » 


1,4 


7 » 


4,5 


9 » 


2,9 


i3 » 


4,7 


Veille de r^losion. 


48,0 




1 


Lendemain de reelosion 


3oo? 



i3. 
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qiielques-uns aussitot apres Teclosion, et apres avoir constate la quaii- 
tile de vers fournis par mille graines. Sur les autres, j*ai prelevc 
3oo vers que j'ai reduits a loo apres la deuxieme mue, et que j'ai 
eleves« mais dans d'assez mauvaises conditions, car je n'ai eu a ma 
disposition pour les nourrir que des feuilles epaisses et velues provenant 
d'un niurier noir; et j'ai remarque, a diverses reprises, des vers qui, 
apres I'ingestion de ces feuilles, devenaient tout plellioriques, et recour- 
haient leur corps en arriere jusqu'a ce que la tete vint presque toucher 
I'eperon. Quelques-uns mouraient dans cette position en bavant u\\ 
liquide noiratre; les autres guerissaient, surtout si je les soumettais a 
la diete et si je leur donnais ensuite un repas de feuilles tendres de 
murierblanc (i). 

Malgre cet inconvenient, le resultat de Teducation a encore ete bon, 
ainsi que le inontre le tableau suivant, qui donne la quantite de vers 
aux diverses mues et de cocons fournis par looo graines asphyxiees 
en aout, en Janvier et en avril, et coinparalivemeni les nombres se rap- 
portant^ la graine normale : 



(i) La vigueur desant^ du verest en effet tres-remarquable, et je dois ajouter qu'on lui 
donne trop souvent I'occasion de rutiliser. A c6t^ decela, il y a cbez lui une sensibility extreme 
vis-^-vis de certaines influences. M. Faivre a roontr^ qu'il ne r^istait pas k I'odeurde quel- 
ques essences. L'exp^rience suivante montre qu'il est tu6 avec rapidity par les plus faibles 
traces de vapeur de mercure. Le 24 mai, j^expose des vers &g^ de 3 jours sur une feuille de 
carton reposant elle-m6me sur un bain de mercure, et je recouvre le tout d'une cloche k 
douille, ouverte par le haut et reposant sur trois petites cales de bois. Le lendemain beau- 
coup de vers sont ^loign^ de la feuille et immobiles. Je sers r^guli^rement les repas ; irois 
jours apr^s, tons les vers 6taient morts. Une feuille d'or suspendue au-dessus du mercure, a 
5 millimetres de la surface, n*avait nullement blanchi pendant le m6mo temps. 
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^POQUE 

de 

Taspbyxie. 


EXPE- 
RIENCES. 


TEMPS 

de 
I'asphyxie 


VERS ECLOS 

sur 
1000 graines. 


NOIIBRES DE VERS RBSTANTS 

aprteU aprteU aprdtU tpr«t la 
lr« MUB 2« MUB. y MUE. 4« MOB. 

9 


GOCONS 

pro- 

diiits. 




Graine normale . . . 


875 


864 


854 


848 


836 


820 1 




f 1 


Jonrs 


864 


838 


780 


780 


775 


1 

1 
770 




11 


4 


864 


» 


% 


*) 


» 







III 


6 


833 


» 


» 


» 


B 


» 


Aoi)it. . .( 


IV 


8 


666 


666 


636 


63o 


625 


607 




V 


10 


111 


» 


)> 


» 


)) 


1) . 




' VI 


i4 


666 


641 


610 


595 


595 


590 




VII 

1 


20 


5o 


» 


» 


» 


B 


» 1 




1 

I 


5 


888 


866 


839 


83 1 


83i 


800 




11 


lO 


888 


» 


» 


» 


» 


n 




1 '" 


i5 


861 


843 


783 


758 


755 


75o 


Janvier . 


IV 
V 


So 

45 


888 
750 


852 
75o 


817 
703 


810 
703 


800 
702 


790 
670 




VI 


5o 


722 


A 


» 





» 


» 




Vll 


55 


5oo 


490 


488 


473 


473 


409 




\ VIII 


65 

1 


III 


io3 


101 


lOI 


100 


9^ 

1 


Avril.. . 


I 
( 11 

1 


/ 

i8 


200 

125 


188 


181 

» 


179 

» 


"79 

» 


1 53 



Tous les vers etaient du reste tres-beaux, les cocons bien formes, et 
les papillons irreprpchables. lis etaient, de plus, parfaitement exempts 
de corpuscules. 

On voit que la quantite de vers eclos et de cocons est d'autant plu8» 
faible que Tasphyxie a ete plus longue; mais la decroissance est lente, 
reguliere, et ne commence a etre tres-sensible que lorsque I'asphyxie 
a dure tres-longtemps. De plus, Teffet deTasphyxie parait etre settle- 
ment de tuer un certain nombre de graines, et les vers eclos des divers 
lots ne paraissent garder aucun souvenir du traitement auquel ils ont 
ete soumis a Tetat d'oeufs. Si, en effet, ainsi qu*on le fait d'ordinaire, 
on cherche ce que deviennent dans Teducation 100 vers comptes a la 
premiere mue, on trouve les nombres suivants : 
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io3 



EPOOt'R 

de 

rasphyiio. 



NOUBRES DBS VERS RESTANTS SUR IOC VERS 
comptes a la i*"* mue. 



EXPE- 
RIENCES. 



Graino normale. 



Aoiit. 



Janvier, 



Avril 



I 

IV 
VII 

I 

III 

IV 

V 

VII 

VIII 

I 



2< HVE. 



tpr^ la 
3< HDE. 



98 

93 
95 
95 

97 

93 

96 

94 
100 

98 
96 



97 

93 
94 
93 

96 
88 

95 
94 
96 
98 

95 



aprte la 
4* MCE. 



96 

93 
94 
93 

96 

88 

94 
93 
96 
97 

95 



COGONS 
prod nits. 



93 

9« 
91 
9a 

93 
87 
93 

90 
84 

B9 

81 



Les difTereDces entre les divers lots sont tres-faibles. L'effet de Tas- 
pliyxie parait done etre ^ peu pres uniquement de tuer les oeufs, et 
celte experience demontre que des graines peuvent etre trfes-belles 
d'aspect, changer de couleur comme des graines normales au voisinage 
de Teclosion, et n'eclore qu'k moitie, au quart ou meme pas du tout. 
Ce sont la malheureusement les conditions dans lesquelles se trouvent 
tons les ans quelques-uns des lots de graine achetes par les educateurs, 
surtout parmi celles qui, provenant d'un payseloigne comme le Japon, 
ont et6 mal emballees, conservees dans un endroit chaud comme la 
cale d'un navire, et soumises au debarquement a un refroidissement 
rapide, destine a empecher leur eclosion. 

Toutes ces conditions sont vicieuses ainsi que nousalloosle voir. 

D*abord, tout emballage defectueux, plus generalement tout moyen 
de conservation exposant la graine a I'asphyxie est mauvaisen lui-meme, 
ainsi que nous venons de nous en convaincre, meme au mois de Janvier, 
a plus forte raison aux approches de Teclosion. Mais, entre ces deux 
epoques, il est d'autant plus nuisible que la graine est plus vieille. Le 
tableau ci-dessus montre, en effet^ qu'un meme degre dans Tasphyxie 
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estd'autant plusfuneste a la graine qu'elle le subit a UDe epoque plus 
voisine de reclosion. Ainsi les graines d'aout au bout de 4 jours, dc 
Janvier au bout de 3o jours, d'avril au bout de 7 jours avaient a peu 
pres egalement vicie Tair qu'elles respiraient. Or, celle d'avril a donne 
beaucoup moins de vers et de cocons. Cette consequence apparaitra 
encore plus nette dans les experiences suivantes, qui ont porte sur trois 
echantillons de la meme graine, asphyxies a peu pres de la meme 
quantite, maisa trois epoques differentes, a parlir du mois de Janvier : 



EPOQUE 

de la 

mise en flacons. 



10 Janvier. 
27 avril. 



TEMPS 
du s^jour. 



3i jours. 
10 » 

7 » 



ACIDE 

CARBONIQUE 

prodoit. 



pour too. 

7t4i 
6,59 



VERS ^CLOS 

sur 
1000 graines. 



888 
666 
200 



COCONS 
produits. 




11 faut done prendre d'autant plus de precautions pour la conser- 
vation des graines qu'elles sont plus voisines de leur eclosion, et un 
mois et denii avant ce moment, elles ne peuvent pas sejourner sans 
inconvenient dans un air qui, au mois de Janvier, serait absolument 
sans influence sur le resultat de Teducation. 

De meme, I'asphyxie, a quelque Epoque qu'elle se produise, est 
d'autant plus redoutable que la temperature est plus elevee. C'est ce 
que demontrent les resultats de I'education que j'ai faite des deux lots 
de graine de 7 mois, asphyxies I'un a 16 degres, et I'autre ^ 3^, 5, dont 
j'ai parle page 89 : 

Graine normale 1000 graines ont donne 876 vers et 800 cocons. 

Graine asphyxiee a 3^,5. 1000 » » 222 » i85 » 

Graineasphyxi^ea 16^... 1000 » » o » o » 



Les effets ont ete tres-sensibles, parce que cette temperature de 
16 degres avait conduit les graines jusqu'a leur Eclosion. Dans le flacon 
oil elles ^taient s'etait degage une quantite considerable d'humidite, et 
on y a trouve en outre deux vers eclos. 
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La conservation de la graine au froid et k I'air est done une pratique 
des plus utiles en tout temps. II ne semble meme pas qu'elle puisse 
devenir nuisible* car il y a des exemples de graines laissees dehors tout 
I'hiver au froid et k la pluie, bien mieux exposees, comme dans I'interes- 
sante experience de M. Bonafous (i) sur le mont Cenis, ^ une tempe- 
rature de — 25 degres longuement continu^e, et qui n'en ont pas moins 
^clos. Nous allons voir du reste, en etudiant Taction de la chaleur, 
combien le froid de Thiver est utile k la bonne ^closion de la graine. 



IV. — De I' action de la chaleur. 

Je me suis borne k etudier les efTets que Ton obtient en soumettant 
a diverses epoques la graine a une elevation de temperature. G*est par 
ce moyen, on le sait, qu'on active I'eclosion en avril et mai, au moment 
des educations. En employant une chaleur plus graduellement menagee 
et plus longtemps soutenue, on pent meme, dans les essais precoces de 
la graine, avoir des vers au mois de Janvier. Mais en aout, lorsque la 
graine est fraichement pondue. Taction de ces memes moyens est im- 
puissante a provoquer Teclosion. J*ai cherche quelles relations pou- 
vaient avoir ces effets divers avec les diverses p^riodes que je venais de 
reconnaitre dans Tactivite respiratoire des oeufs de ver a soie. 

Dans ce but, j'ai etabli une etuve a temperature a peu pres constante, 
oscillant entre ^2 et 24 degres, et j'y ai introduit k diverses epoques 
I gramme de graine conserve jusque-lk au froid, dans une cave dont la 
temperature a varie de 4 k 10 degres. Le premier lot a ^t^ mis k Tetuve, 
en septembre, aussitdt que la temperature moyenne exterieure fut des- 
cendue au-dessous de 20 degres; ce lot n'a done pas eu d'hiver. Les 
autres Tontsuivi k des intervalles variables, jusqu'au dernier, qui n'a 
ete chauffe qu*au moment des educations. Pour chacun d'eux, on a 
note : i^ le temps qui s'est ecoule entre la mise k Tetuve et le commen- 
cement de Teclosion; 2^ la temperature moyenne pendant cet inter- 
valle; 3^ le temps de Teclosion; 4° 1^ proportion de graines non ^closes. 



(i) Comptes rcndus des seances de VAcad^mie des Sciences, t. VII, p. loo. 

Annales scientifiques de I'Ecole Normalc'supirieure, Tome VI. 14 
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Les nombres trouves sont inscrits dans le tableau suiyant : 



BPOQUE 

deU 

mise h I'dcloftion. 



I*' aoAt 

i5 novembre 

i'' d^cembre 

i5 d^mbre.. . . 

I*' Janvier 

10 Janvier 

ao Janvier 

I*' f^vrier 

12 fevrier 

20 fi^vrier 

8 mars 

25 mars 

10 avril 

2o avril 



TEMPS 

apr^ leqael 

a commence 

rdclosion. 



Joart 
» 

47 
3o 

i6 

i5 

i4 

12 
II 
lO 

8 
8 

7 
7 



TEMPERATURE 

moyenoa 

pendant ce temps. 



OUB^E 
de r^oBion. 



23 

23 
23 

M 
M 

23 

a4 

25 

a4 
a4 

23 
23 
23 

^4 



loan 



4o 
40 
40 
35 
3o 

26 

i8 

i4 

9 

7 
5 

4 



PROPORTION 

degralnet 

non Moms. 



povioo. 
too 

lOO 

85 
6o 
5o 

20 
20 
20 
12 
10 
8 
8 

7 
4 



Ce tableau montre d'abord que la graine d.u i^ aoAt, maintenue 
toute Tann^e \k une temperature h peu prfes constante, n'^cldt pas et 
perit ; celle du mois de novembre est dans le mSme cas. Ce n'est que 
lorsque la graine a traverse librement T^poque de son sommeil hiber- 
nal que r^closion devient sensible : elle est loin, il est vrai, d'etre tout 
d'abord complete, etan'etudier que les nombres qui reprSsentent la pro- 
portion des graines non ecloses, il semble qu'on ne constate qu*une 
progression insensible dans les efTets du traitement qu'elles ont subi. 
II sufBt de Jeter un coup d'ceil sur les graines elles-memes pour voir la 
difference profonde qui separe celles d'aoAt et du 1 5 novembre de toutes 
les autres. Les premieres sont aplaties, ont conserve leur couleur norr 
male; elles sont mortes depuis longtemps, et le miscroscope montre qu'il 
n'y a pasd'embryon form^. Dans les autres, au contraire, Tembryon 
est visible au travers de la coque, et donne a la graine I'aspect cendre 
des graines qui vont ^clore. Elles allaient ^clore, en effet, lorsque Tem- 
bryon s*est arrSte dans son Evolution ; mais cette Evolution n*en est pas 
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moins trfes-avanc6e« et ce caractfere etablit une difTerence tranchee entre 
les graines qui ont He mises ^ Tetuve post^rieuremeDt au sommeil hi- 
bernal, et celles qui n'ont pas eu d'hiver. Chez toutes ces derniferes, le 
travail de formation de TembryoD n'est mSme pas commence; chez 
toutes les autres, il est presque termine. 

II est naturel de conclure de Ik que non*seulement le sommeil hiber- 
nal est physiologique, mais qu'il est necessaire pour separer dans la 
vie de la graine deux p^riodes d'activite fonctionnelle tr^s-difTerentes, 
dont la seconde ne peut commencer que si la premiere a parcouru son 
cours regulier et normal. La chaleur intervient pour empecher cette 
hibernation; parcontre* le froid la favorise, et c'estlk probablement ce 
qui explique cette tres-ancienne pratique des Chinois, qui consiste a 
exposer pendant Thiver de la graine au froid, ou k la laver dans de 
Teau glac^e, pour obtenir ensuite au printemps une eclosion plus re- 
gulibre. 

On voit en effet dans le tableau que les temps de I'eclosion pour les 
diffi^rents lots se resserrent entre des limites de plus en plus restreintes, 
a mesure que Ton se rapproche davantage des conditions normales de 
Teducation. Si memo on avait voulu compter le temps qui s'ecoule entre 
Tapparition des premiers vers etcelle des derniers» la difference aurait 
ete plus sensible qu'elle ne Test dans ce tableau. Ainsi la graine mise a 
Tetuve le i**^ decembre, et qui a donne son premier ver le 4 Janvier, en 
donnait encore le i^ mai. 

L'exemple de cette graine conservee pendant cinq mois a la tempera- 
ture de 23 degr^s, compare k celui de la graine du lo avril, qui, apres 
avoir pass^ tout Thiver au froid, a eclos entiferement au bout de huit 
jours d'etuve, prouve que Teclosion d'une graine est loin de d^pendre 
uniquement de la quantite totale de chaleur qu'elle re^oit depuis sa 
ponte, de quelque maniere d'ailleurs qu'on evalue cette quantite. Un 
autre element intervient avec une action prepond^rante, c'est le travail 
physiologique dont la graine est le siege. Tant que ce travail n'a pas 
pris une certaine direction* la chaleur est sans effet : bien plus, elle est 
nuisible. Devient-elle utile, qu'elle n'esl pas encore seule a entrer en 
jeu, et tout se passe comme si elle n'avait d'action sur la graine qu'a la 
condition) d'avoir depasse un certain minimum qui n'est pas zero; au- 
dessous de ce minimum, TefTet produit, sans s'annuler, devient tres- 

.4. 
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faible. En d*autre termes, rinfluence d'un degre de plus ou de moins 
dans la temperature est tres-difTerente suivant que cette temperature 
est inferieure ou superieure au minimum dont nous parlons. 

Ce qui favorise cette maniere de voir, c*est qu*en rcfroidissant a 4 ou 
5 degres unc graine en pleine ^closion, on arrete brusquement et pen- 
dant tr^s-longtemps le travail energique dont elle est Ic siege. Ce tra- 
vail se continue sourdement et finit par s'operer; mais il faut long- 
temps. Yeut-on lui redonner en quelques heures sa premiere activite, 
il n'y a qu'k porter de nouvcau la graine ^ la temperature de so h 22 de- 
gres. Deux jours suflisent alors pour terminer ce que deux mois, a la 
temperature de 4 st 5 degres, n'auraient pas pu faire. 

Cette action du froid est meme souvent utilisee lorsqu*il s'agit de 
suspendre Teclosion d*une graine trop avanc^e. L'efTet est imm^diat, 
c'est comme une liorloge dont on arr&te le balancier. Mais cette pratique 
ne compromet-elle pas la solidite de la graine, et est-elle sans influence 
sur le resultat de I'^ducation? c'est ce que je me suis propose de recher- 
cber en suspendant Feclosion d'une graine, soit pendant un ou deux 
mois, soit pendant un ou deux jours. 

Dans une premiere experience, j*ai expose le i^' mars au laboratoire, 
a 1 5 degres environ, un gramme de graine. Le 6 avril, il y avait 
120 vers eclos. La graine portee a la cave, k 4 degres, I'^closion s'est 
immediatement arret^e et n*a repris que le 10 mai. 1000 graines de ce 
lot ont fourni 600 vers eclos, r^duits k 35o k la premiere mue, et qui 
n'ont donn^ que 260 cocons. La graine a done beaucoup perdu k etre 
exposee au froid, et arret^e aussi longtemps dans son ^closion. Le 
quart des graines a peri. Les vers eux-memes ont 6te atteints, et la 
mortalite a surtout sevi entre leur naissance et leur premiere mue. 

Mais r^ducation n'a pas echoue, et, avec ce rendement Ik, faite en 
grand, avec une quantity suffisante de graine, elle serait encore remu- 
neratrice. Au point de vue pratique, Teffet a done ^te peu marque. II 
Test encore moins au point de vue pratique et theorique, si on se con- 
tente de suspendre par le froid I'eclosion pendant un ou deux jours. 

De la graine a et^ partag^e la veille de Teclosion en deux lots, dont 
Tun a ete laisse k la temperature de 26 degres, et a ^clos le lendemain, 
et I'autre, porte k la cave k 12 degres, ou il a ete abandonne depuis 
deux jours, pendant lesquels il n'a pas donne un seul ver. Rapports k 
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Tetuve, il a eclos comme a I'ordinaire, et les vers ont ete eleves cote a 
cote avec ceux de Tautre lot. Voici les resultats fournis par Teducation : 

Graine normale. . . looo graines ont fourni 875 vers ^clos et 820 cocons. 
Graine refroidie... 1000 » x> 875 » 810 » 

L'identite est aussi parfaite que possible, et ou voit qu'il n'y a aucuii 
inconvenient k retarder de quelques jours Teclosion d'une graine. 

Telssont aussi brievement resumes que possible les resultats fournis 
par cette 6tude. Je ne me dissimule pas qu'ils n'apprennent qu'une 
tres-faible partie de ce qu*il faudrait savoir, et j*ai I'intention de conti- 
nuer ce travail; mais ils composent actuellement au point de vue theo- 
rique un tout assez complet, et fourniront peut-etre des renseignements 
utiles k la pratique. 

C'est pour cela que je les ai publics. 



SUR CERTAINS SYSTMES 



bE 



POLYNOMES ASSOCIES, 



Par M. F. DIDON, 

DOCTBUR kS SCIENCES. 



I. 

Soil une serie indefinie de polynomes 

U»,x, Ui.x, l^>.>» • • • » UjA.x* • • 

des degres respeetifs o, i, 2,..., jtx,...; je dirai que les polynomes de 
la serie indefinie 

V«,x, V|,x» Va,x> • • • » Vjj^x... 

sont associes aux premiers, si i'on a, quels que soient les nombres en- 
tiers fx et V, pourvu qu'ils soient inegaux. 



JU^.x Vv.x dx o. 
o 



J'assujettis, en premier lieu, les degres des fonctions entieres de la 
seconde serie a proceder suivant la suite naturelle des nombres o, i , 
3, 3,...; et, pour exprimer cette condition, je fais 6gal a i TindiceX; 
je dis qu'alors les polyndmes Uo,o U<,i, U,,*,... de la premiere serie 
sont egaux, a des facteurs constants pres, aux polynomes correspon- 
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dantsde la seconde serie Vo,o V,,i, Va,,,.... En effet, T^galite supposee 

J' l],».,Vv,, rfar = o 
o 

conduit a la suivante 

o 

oil (p{x) est un polynome qui ne surpasse pas le degre jm — i . II en re- 
suite que, dans la relation evidente 

le coetficient A* de Y^,, est determine par Tequation 

A* f * V*,. U*,. dx=r U,.. U*.. dx, 

t/o «/o 

et par consequent est nul, si k est inferieur a \l. Done 

iJ|i,i ^= Aji V,i,i. 

On voit de suite que 

J, ., ,d''x^(x — iY' 

oil k est une constante, et que ces deux fonctions se changent en la 

fonction X;„ de Legendre, si Ton remplace x par • 

Mais on pent trouver des series difTerentes de polynomes associes, 
les termes de la seconde serie n'^tant plus des degres respectifs 
o, I, 2, 3,.... Je suppose d'abord X = 2, et je determine, a un facteur 
constant pres, chaque fonction U^,2 de la premiere serie Uo,2. U,,2-. 
par les conditions suivantes, 

Jo 

I U^,a x^dx=^ o,. . ., I LV,, x^^^^dx =^ o. 

J Q t/o 
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Si Ton pose 

Un,j = A. -h A, :c -h Aa ^* -h . . . -h A^ a;»*, 

on aura le systeme ({'equations 

Am A| A] Auk 

A» i\.| Ai Ail 

A% Ai A} AuL 

5 6 7 /z-h5 



Aa x\| A.2 All 

■ 1 h...-+-r 5i— =0. 



2|X — I 2/JL 2/lJl-hI 3/X — 1 

Pour resoudre ce systeme, je remarque que {'expression 



Ao A| A} A 



^l» 



X X -h I JP -h 2 X -¥- [X 

s'annule pour a; = i, 3, 5, ... , a/x — i. Done on a, a un facteur con- 
stant pres, 

A« Ai A, Au {x — i){x — 3)(x — 5)..,ix — 2a-f-i) 

X X'\-l X-^1 X-hfJL x{x -^l)[X -^ 2), . .{x-^- [jl) 

Pour obtenir Aj-, je multiplie Tidentite prec^dente par x -h i, et j'y 
fais ensuite a? == — i, il vient alors 

___ .,,,, (i-+-i)(i-H3)(i+5),..(fH-2|^-i) 

Ai = [ — l)»' ; r; 9 

I .2.3. . . 2 . 1.2.3. ..(jUL — l) 

et par suite, en multipliant chaque terme par (— i)'^*', 

IT -V/ .w (t + 0(»-4"3)(i-f-5)...(i-f-2jUL-i) ^, 

^ ^ I .2.3. ..I. 1.2.3. . .(jUl — I) 

La premiere serie de polyndmes ^tant ainsi determinee, il est facile 

Annates scientifiques de Vtcole Normale supSrieure. Tome VI. 1 5 
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(Je voir qu'on formera une serie de polyndmes associes en posant 



V,„ = 



dx^ 



Pour le (iemontrer, je remarque d'abord que le polynome V^^s est du 
degre 2 jjl et n'a que des termes de degre pair. Or, la maniere dont nous ' 

avons determine UpL,a montre que / Upt,2 ^[ocl^)dx = o, si y [x) est un 

t/O 

polynome ne surpassant pas le degre jx — i; par consequent 

1 D^,2 Vv,a dx =: O, 

si V est inferieur a /x. Mais, si v est superieur a jtx, eomme 

on voit que I'integrale prec^dente est encore nulle, car la deriv^e 
d'ordre v 4^ la fonction \]^^2 sera 6gale a o. 

Supposons maintenant X = 3, et determinons chaque fonction Uja,, 
de la serie Uo,3 9 U|,3... paries conditions 



X'"- 



x^^^^dx = o. 



On trouvera en suivant la marche pr^c^dente 

IT _ V / . w (i-t-i)(i-f-4)('-^7)'"(<'-^3^-:i ) 

^ 1.2.3— I. I .2.3. . .(|UL — /) 

et Ton voit que Ton formera une serie de polyndmes associes en pre- 
nant 

_ dv'xV'(x*- '\Y 
^^'' - d^^ 

Et de meme pour X = 4>5,6,.... 
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II. 



II est facile de voir que ies equations obtenues en egalant s^o ies 
divers polynomes de degre |x, V^^^ Uji,8««« ont toutes Ies racines reelles 
et comprises entre o et i . Pour le demontrer, je me servirai de la belle 
methode employee par Legendre dans ses Exercices de calcul integral, 
a regard des fonctions X^,. 

Je rappelle Tegalite / \]^^2 ?(^*) ^ = o, ou 9(0?) est au plus du 

Jo 

degre /x — i . Gomme / Upt,2 dx = o, il faut que UpL,2 change au moins 

une fois de signe dans Fintervalle deo k i; de 1^ resulte Texistence 
d'une racine a comprise entre o et i , et Ton a par consequent 

Mais 

JU,!,, (j?'— a')rfj? = o, ou bien / P(x — ay{x-ha)dx=o. 

Done, puisque {x — ay et {x -h a) ne changent pas de signe entre o 
et I , il faut que P en change au moins une fois, et Ton a P = ( j: — 6) Q, 
b etant compris entre o et i. Mais 

t/O 

ou bien 

JQ{x — ay{x—bY{x-{-a}{x-\-b)dx = o. 
o 

Done Q s'annule au moins une fois entre o et i , etc., et la proportion est 
demon tree pour la fonction \]^^2* Relativement a la fonction Uj^,,, je rap- 
pelle que / UpL,» y (^' )dx = o,s\(p{x) ne depasse pas le degre jx — i . 

Jo 

De I'egalite / Uj^,, dx = 0, on conclut que U^s doit s'annuler au 

Jo 

i5. 
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moins une fois entre o et f , et que par suite Ton a 

Mais 

JV^iix^— a^)dx = o, ou bien l V{x — ay(x^-^ ax -\-a'')cb: z=zo. 
Jo 

Done, puisque les facteurs (a? — a)* et a?* 4- or -+- a* sont toujours po- 
sitifs entre o et i , il faut que P change de signe dans cet intervalle, et 
Ton a P = (a? — - ft) Q, ft etant un nombre compris entre o et 1 . On a 
encore 

Jo 

OU bien 

/ Q{x — ay{x — bY[x^-{-ax H-a*)(j;» 4-6^-4- b^)dx==o. 



Par consequent, 9 doit encore changer de signe entre o et i, etc. 

Quant aux fonctions Vp^.a, Vji,,,..., on voit imm^diatement, par Tap- 
plication du theorfeme de Rolle, qu'elles s'annulent/x fois entre o et i. 



III. 

Les poiynomes H^^^^ U^j.,,, Upt,4»... peuvent etre definis autrement que 
nous I'avons fait. A Tegard des poiynomes U|A,a» on pent remarquer que 
le systeme d^equations du premier degre qui nous a servi k en deter- 
miner les coefficients exprime que, dans le developpement du produit 

Ua,2log(i— -) ,manquentlestermesen i>-^?-^i«-M -;^, c'est-a-dire 

\ JP J X X X X ~ 

que Ton a 



(.) U..,Iog(.-i) = R-.A^|-.^ 



x^^ "^ x''^' 4- . . . , 



R etant un polynome entier. Gette relation d^finit completement |e po- 
lynome Uja,o, a un facteur constant prfes. Si Ton change x en — ^, on 
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obtient, en representant 11^^.2 pstr 9 (a?), 

- . . . , / I \ -^, A B C G H 

(.) ^(-,)log^,+ -j=R'+- + - + _-4-... + --^ij:^ + ..., 

R' 6tant aussi un polyndme; d'ou, en retranchant, 

(3) 9(x)Iog(i~i)--(p(-^)h)g(i-f-^)=P-i-^^-^4-..., 

P etant encore un polyndme entier. 

L'egalit^ (i) permet de trouver certaines relations entre ies fonctions 
cons^cutives \]^^2 ^\^i,2*"- Si on la muitiplie par o;^, il vient, 

^'U,.,.log(i- i) = polyndme + i 4-^-4-. ..-f-^,-h^-h.... 

On en conclut 

II ne pent pas y avoir d'autres termes dans le second membre, car ils 
introduiraient dans la multiplication par log(i— -] des puissances 

2/x — 3, Qu — 5 de -• 

• * X 

De mdme on trouverait 

L\ N\ N', S' elant des constantes bien faciles a determiner. 

Enfin de Tegalite (i), on pent deduire aussi One equation difTeren- 
tielle du troisi^me ordre k laquelle satisfait la fonction U|j,2. Gette equa- 
tion, qu'on pent du reste trouver au moyen de Texpression que nous 
avons donnee de U^^,, est la suivante 

(4) (^-^)0-^■(5^'-O^'-.(F~O(3/x4-4)^^4./x(/.-l}(2^4.l)^'=o. 

EUe ne caracterise pas la fonction V^y, car, si Ton ne tient compte 
que des fonctions entieres, elle a pour solution un polynome du degre /x 
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avec deux conslanles arbitraires, ou, si Ton aime mieux, deux poly- 
.-'nomes, Tun du degre fx, i'autre du degre jul — i. 

On verra de meme que la fonction V^,^ = ^{oo) satisfait k I'egalit^ 

././ >\i>AB CDE 

^ I J K 



Retantuu polynome, et A,B,C,D, £,...» I, J,K desconstantes. Cette 
egalite, qui caracterise, a un facteur constant pres, le polynome ^{x) de 
degre fx, conduit a la suivanle, oil a et a* sont les deux racines cu- 
biques imaginaires de I'unite, et P un polynome : 

j ^>(:r)log(i- M -f-a^(«a:)logfi~^j ~ (« -+-i)4'(«'^)log(i- ^j 

c'est-a-dire que le developpement du premier membre, suivant les puis- 
sances decroissantes de a?, manque des termes en -» — i —»•••> — • On 

trouve facilement, pour la fonction ^(j?) = j» T^quation difTerentielle 
du quatrifeme ordre 

-f- 2(a - i)(itA - a)(4a -4- 3)x ^ - /ifu - i)(u - 2)(3fx -4- i)r = o. 

Cette equation est satisfaite par trois polynomes des degres respec- 

tifs /JL, jtX— I, fJL — 2. 

La forme de derivees d*ordre jx, que nous avons donn^e aux fonc- 
tionsy(^,2>^M***** pcrmet de former immediatement des equations dif- 
ferentielles auxquelles ces fonctions satisfont. On trouve : pour \^^^. 
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pour V^,„ 

— 4(F + ^)(F-+-3)(2fx-i)^^-3/x(/z4-i)(aH-2)(^4-3)7=o. 



IV. 

Je vais dooDer ici les fonctions generatrices des divers systemes de 
polynomesU etV pour les indices X= 2,3»4f** ^^ premier lieu, je vais 

0^ OB 

calculer \ a'^U^.a, . ... On voit que le coefQcient de x', dans cette somme, 
sera egal k 



(-iV 'V(i-f-i)(i-f-3)(i-i-5)...(i-H2iu-i) 



a^ 



1.2.3...!^ I .2.3. . .(jUt — 1) 

= (_,)■• ('-M)(' + 3)...(3i-i) ^, 

L I 1.2 1.2.3 J 

L'expression qui se trouve entre parentheses pent s'ecrire 

3i-f-i, , (3i-hi)(3i-h3), ,, (3i-hi)(3i-f-3)(3/-4-5) 

2 ^ 2.4 2. 4-0 

et, sous cette forme, on voit qu'elle est egale a 



3t-H 

(i — 2a) ' . 



Le coefficient de oo^ est done 



. ..(/4-i)(i-+-3)...(3i-i), ■ 



3i-+-i 



a 
I .210. • .» 
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ou bicn 

{—a)' rf'(i — 2a) 



1.2.3.../ da^ 






et ia fonction generatrice que nous cherchous est egale k 



V (—cur)' \v/i — 2a/ 
^ 1.2.3.../ £fa' 



1=0 



Pour faire cette somme, il u'y a plus qu'a employer la formule de 
Lagrange. On trouve ainsi, pour la fonction generatrice cherch6e, 

Texpression - j-9 z etaut la racine de T^quation 

ax 
z=^a — » 

yi — 2Z 

quit pour a; = o, se reduit a a. 

Pour les autres systfemes des fonctions U, on est conduit aux equa- 
tions 

ax ax 

z=za — ^ — < z = a — - -■- ,..., 

v'l — 3z y^I — 4-2 

qui donnent, pour d~^^^^ fonctions generatrices chercbees. 

On sait que, pour le systeme Uo,o U^, Ua,o. . . , on est conduit a 

ax 

Tequation z = a — — » qui rentre conopletement dans le type des 

precedentes. 

La forme analytique des divers systemes de polyndmes Y permet 
d*en trouver immediatement les fonctions generatrices. Ces fonctions 
sont, pour i = i, 2, 3,..., lesderivees par rapport a x des racines des 
equations 

z = X '^az(z— i), 2 = :r4-az(z'— i), z=:a: -{- azlz*— i), . . ., 

qui deviennent egales a x pour a = o. 



(') 
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V. 



On a du remarquer, dans le paragraphe III, les equations differen- 

tielles auxqiielles satisfont les fonctions U|A,a» U^,s La premiere, du 

troisieme ordre, est satisfaite par deux polynomes; la seconde, du qua- 
trieme ordre, par Irois polynomes. Ces equations ne sont que des cas 
particuliers d'^uations beaucoup plus generales, qui ont ete don- 
nees par M. Hermite, dans son Cours a TEcole Polytechnique 
(2^annee, page 19), ei qui jouissent de cette propriete remarquable, 
que Tequation d'ordre n est satisfaite par n — i polynomes. Je me bor- 
nerai au cas du troisieme ordre. L' equation correspondante est 

(X —a){x^h)[x-c)^^ 

-+■(f^"0[(F-^P-^-y-2)(^-a)^-(^ + «^-y-a)(^-fc)4-(u4-a4-(3--2)(J^-c)]^' 

— (ft — F (i^ -^- a H- P -I- y — 2 ) J z= o. 

Elle admet pour solutions, lorsque /x est entier et positif, deux poly- 
nomes qui sont donnes par les integrales 



et 



J' (z — aY-'[z — bf-'(z — c?)T-(2 — xfdz 
a 

a 



qucnnd a, p, 7, sont positifs. On voit par Ik que cette equation (i) est 
une generalisation de Tequation differentielle du second ordre, a la- 
quelle satisfont la serie hypergeometrique de Gauss et, comme cas 
particulier, la fonction X„ de Legendre. De Tequation (i), on deduit 
Tequation (4) du paragraphe III, en faisant 

Je vais tirer de cette equation la relation (3) du meme paragraphe, 

Annales scientifiques de I'Ecole Nor male supirieure. Tome VI, 1 6 
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en employant une metbode tout a fait semblable k celle dont on se sert 
pour deduire, de Tequation difTerentielle de la fonction Xnt la relation 

Pour cela, je considere Tequation difTerentielle lineaire du troisi^me 
ordre 

On peut, par la multiplication, avec un facteur convenable, mettre toute 
equation lineaire du troisieme ordre sans second nnenibre sous cette 
forme. 

Soient P et Q deux integrales particulieres de cette Equation (2). En 
appliquant la metbode de la variation des constantes arbitraires, on 
trouve pour troisieme solution 



(3) j=.P 



/' Qdx ^ /^ IMx 

II intervientsouslessignes j lecarredela quantite Q ^ P^=¥{x). 

Je vais faireici une remarque curieuse, bien qu'elle n*ait pas de rap- 
port direct avec la question qui nous occupe. Par un calcul tr^s-facile» 
on trouve que la fonction F(a;) =/ satisfait a I'equation lineaire du 
troisieme ordre 

(4) 9(-)^'H-.<p'(x)g-.[<(x)-^L]^-H(^-M)r = o. 

Si Ton appelle Q' et F deux de ses solutions, et qu'on cherche k for- 

mer une equation differentielle k laquelle satisfasse « = Q' -^ P' ^ , 

on trouve pour cette equation 

,/ \ d^z t , \ i, \ d'z 
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Or on deduitcetle Equation (5) derequalion (2), en posanty = 9(^)2. 
Mais revenons a notre question. Dans le cas de Tequation (1), on a 

(p( J?) = {X'- «)-»*-*+»( J? — i )-i*-K> ( jF -- c)-^^T-^^ 

Comme on suppose /jl entier et positif, on pourra consid^rer P el* Q 
comme deux polynomes solutions de Tequation (i). Admettons que a, 

S, 7, soient entiers, de telle sorte que les expressions -- — rrz — :» 

P 

— — rpjT — : soient des fractions rationnelles; nous aliens les decomposer 

en fractions simples. Considerons d'abord la premiere. Soit oc une ra- 
cine quelconque de Tequation F(a?) = o; on aura d'abord une serie de 

A A' 
fractions de la forme , -.^ ? se rapportant aux diverses ra- 

(x — ay x — oL ^^ 

cines a de Tequation Y{x) = o. A et A' seront les coefficients respec- 
tifs des termes en — et- dans le developpement, suivantles puissances 

croissantes de z. de I'expression — — ,,.,/ :• On trouve de cette 

fa<;on 

._ Q(«) Q^(«)9(«)F(«)~Q(a)9-(«)F(«)-Q(«)9(a)F-(a) 

Mais, si Ton remplace successivement dans Tequation (a) j par P et Q, 
puis qu'on multiplie les equations resultantes respectivement par Q et 
P, et enfin qu'on retranche les resultats, il vient 

LF(x) + 9'(x,F'{x) + <pU)[F"(x)-^^, + g^] = o, 

d'oii Ton tire 

9'(<x)F'(«) + <p(«)F'(a)=(p(«)[Q'(«)P''(a)-P'(a)Q''(«)]. 

Done « 

Q'(«)F(«)-Q(«)Q'(«)P'(«) + Q(«) P'(a) Q"(«) 

9l«)F"(«) 

Si Ton remplace, dans A', F'(a) par sa valeur Q(a)F(a) -P(a)Q"(a). 

16. 
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il vient finalement 

Par consequent, si Ton fait abstraction des facteurs simples corres- 
pondants a <p(^), la troisieme sdution y estune fonclion algebrique et 
ineme entiere, car la partie 

Ofa)P P(«)0 



de rintegrale qui se rapporte h la racine a, se reduit k un polyn6me, 
attendu que Q(a)P — P(a)Q est divisible par x— ol. 

II reste hconsiderer les fractions simples qui correspondent k ^(a?). 
Jeprends le casdea= — (jx— i), |3 = y = — /x, a = o, 6 = i,c = — i; 
alors y {x) = j?(a7 — i)* (;r -4- i)*. Les fractions simples ayant pour de- 
nominateur (a: — i)* ou (a? -h 1)* donnent dans I'integraley des parties 

entieres en x. Soient '— les autres fractions simples qui se 

rapportent a la premiere fraction rationnelle, —5 ? \_ celles 

qui se rapportent k la seconde fraction rationnelle. On a evidemment 

A -+- B -hC = o, A' -t- B' H- C r= 0, 

de sorte que finalement on conclut Tegalite 

j=:pol}'ndme + (BP — B'Q)log(i-^) -i-(CP- C'Q)Iog(i-4- ^V 

Mais on voit immediatement que le developpement dej, suivant les 

puissances decroissantes de x, ne commence qu'au termeen -r^^i.i et 

qu*il ne contient que des termes de degre impair, si Ton suppose que 
P et Q soient les deux polynomes de degres fx et /x — i, Tun pair et 
Tautre impair, qui satisfont a Tequation differentielle. Le second 
membre devant cbanger de signe sans changer de valeur absolue, si Ton 
y remplacea? par — x, on en conclut qu'en posantBP--B'Q = cr(a?), 
on a C'P — C'Q — — w(— x) et on retrouve ainsi Tequation (4) du pa- 
ragrnphe IIL 
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De cetle dernifere equation, on pourrait deduire toutes les proprietes 
que nous avons donnees de la fonction zs{x); je n'insisle pas la-dessus. 

Ce n'est pas seulement dans le cas que nous venons d'examiner, qu'on 
trouve une equation analogue a cette equation (4). Si Ton suppose a, 
^, 7 determines de telle sorte que Ton ait 

on trouve, en posant 






b 
I 

X 



P(c) _ / f \ 

■^ ' -a)(c-b)V^[c)^^y x) 



{c 



ei 



__ Q(a) I / «\ 

-la^b)(a^c)F(a)^^^y x)^ 



PV-QU-hR=:^ 

R elant un polynome entier 

L'equation difTerentielle (i) du paragraphe V jouit de certaines pro- 
prietes curieuses; ainsi, dans le cas oil jx est un nomhre entier negatit 
egal a — /J, elle est satisfaite par 

d"-'(x — aY-'{x — bf-'(x — c)''\ 

dx''-' ' 

maiscecin'a pas de rapport a la question qui fait Tobjet de cet article. 
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SUR LA 



TH^ORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 



Par C.-G.-J. JACOBI. 



Nous devons a Tobligeance de M. Alfred Arago la precieuse commu- 
nication de onze lettres inedites de Jacobi a Legendre sur la theorie 
des Fonctions Elliptiques.Quoique les decouvertes qu*ellescontiennent 
soient aujourd'hui bien connues des Geometres, ils etudieront sans 
doute avec un vif inlerel la forme que leur donne I'illustre inventeur; 
on prendra plaisir a voir Jacobi, avec une modestie digne de son talent, 
s*incliner devant I'illustre vieillard qu'il a deja d^passe de si loin, et 
saluer en meme temps par de veritables cris d'admiration les premiers 
r^sultats du jeune emule qui vient tout a coup partager sa gloire. 
c La decouverte d'Abel, dit-il, est au-dessus de mes eloges comme elle 
est au-dessus de mes propres travaux. > 

Jacobi seul avait le droit de prononcer un tel jugement, dont la se- 
verite, sous toute autre plume que la sienne, irait jusqu'a I'injustice. 

J. Bertrand. 



KoenUherg, en Prusse, le 3 aoOt 18-27. 

Monsieur, 

Un jeune Geomfetre ose vous presenter quelques decouvertes faites 
dans la theorie des Fonctions EUiptiques, auxquelles il a ete conduit 
par Tetude assidue de vos beaux ecrits. C'est a vous, Monsieur, que 



I 28 LETTRES DE JACOBl 

cctio partie brillantc dc l*Analyse doit le haul dcgre de pcrfectionne- 
ment auquel elle a cte portee, et ce D*est qu*en marchant sur les vestiges 
d*un si grand maitre, que lesGeom^trcs pourront parvenir a la pousser 
ail dela des bornes qui lui ont ete prescrites jusqu'ici. C'est done a 
vous que je dois ofTrir ce qui suit comme un juste tribut d*admiration 
et de recoonaissance. 

Je commence a exposer les moments principaux des resultats que je 
viens d*obtenir. Soit p un nombre impair quelconque; on remarque 
aisement en poursuivanl les theoremes concernant la multiplication des 
Fonctions Ellipliques de premiere espece, proposes dans le tome 1 des 
Exercices de Calcul integml, que Ton pent loujours parvenir k Tequation 

dx I pdz I 



au moyen d*une substitution rationnelle 

r ( A -^ A' s' -f- A" r* -T- . . . -f- A"^^/*--) 
r ^^^ 

B-f-B'5»-hB''s«-r...-hB * zP'-' 

J*ai observe, depuis, que cette substitution pent etre remplacee par 
les deux autres, employees successivement : 

r\fi -f- /i' >•= -4- rt^ r* -4- . . . 4- «""*" >-^7 



X =; 



y-s 



s(a-4-a'3= -^ x^z* 4-.. .4- oT^z*^') 



/■— • 



^ 4- ?'Z= 4- i^^S* -4- . . . H- ;3 ' 5''-' 



Apres unc premiere substitution Ja Fonction Elliptiqueva etre trans^ 
lormee dans une autre de module different, de sorte qu'on aura 



dx I _ Mr/>- 1 

,1 



dy I _ pd^ ' 
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Or, en donnant au nombre p des valeurs differentes, on trouve le 
theoreme remarquable, que chaque module donnd fait part d'une infi- 
nite d'echeUes de modules, dans lesquels il peut 6tre transforme par une 
substitution algdbrique et m6me rationnelle. 

Aussi je suis parvenu a trouver Texpression generate de ces deux 
substitutions-ia, que je presenterai sous la forme trigonometrique, qui 
me parait la plus commode. Elles pourront etre Iransformees aisement 
dans la forme algebrique mentionnee. Je commence par la substitution 
derniere, qui me fournit le theoreme suivant : 

THEORfeME I (*). 

€ Soil pris Tangle 9' de maniere qu'on ait F(x, 9')= -F'(x), et 

» nommons en general ©"* un angle tel que F(x, ff"^) = — F'(x). Cher- 
» chons un angle ^ au moyen de la formule 



. tang-'^ ^lang-^^ ^ lang-i^ ^ . 

ian6^45'>-*) = -,^ ^ ^^(lang45":p |), 

on aura F()c, <p) = — F(X, i|^). Le signe superieur ou inferieur doit 

etre pris selon que p est de la forme l\n-^ i ou de la fdrme [\n — \. 
Toutefois que 9 se trouve entre les limites 9*" et 9"*"*"*, iL faudra 

prendre Tangle ^ entre les limites — - — et tt. La determi- 

nation des constantes M, X pourra se faire par les formules 



M 



2 ( cosec 9' — cosec 9"' -4- . . . q= cosec 9''"* — "" ) 



X = (sm9'— sm9'"-f-...u=sm9''-'±:-j 



(* ) Je me servirai ici et dans la suite des signes des Excrcices de Cole, I, 

Annates scientifiques de I'Eeole Normale superieure. Tome VI. l 
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Je passe a present au theoreme U, qui r^pond a I'autre substitution * 
par laquelle on peut passer du module X au module x, ct qui, joint au 
precedent, sert k la multiplication des Functions EHiptiques de pre- 
miere espece. 

Theobeme II. 
« Soit X^ H- X'^ — I , soit en general t^'" un angle tel, que 



qu'on fasse 



F(>',+-)-~F'(X'), 



lang0'= langvl^cosecvj;', iang9"'= lang^'cosec^}''*',. • •, 

lang0/*-*— langvj^ cosec4'''~'; 



soit enfi 



n e = 2(9'-e"-+-e^- ...z^ep-^db'^y on aura 



F(x.0) = MF().,i|;). 



> Les angles 0', 0'"^... doivent etre pris dans le meme quadrant de 
» cercle dans lequel se trouve Tangle ^* » 

Les iheoremes I et II joints ensemble donnent Y{d,B) =/>F(x, 9). 

Je passe sdus silence les nombreuses relations analytiques tres-cu- 
rieuses, que vont fournir les deux theor^mes proposes. Je n'ajouterai 
ici qu'une metliode, qui peut servir k revaluation des transcendantes 
F(x, 9), la plus commode, ace que je crois, qu'on puisse imaginer. 

En effet, X se trouvant toujours trfes-petit, quand meme le nombre p 
ne surpasse 5 ou 7, on pourra n6gliger les termes de I'ordre X^. On 

M 

aura done simplement F(x, 9) = — 4^. La conslante M ne differanl que 

de I'ordre X" de la quantile - F'(x), on introduira celle ci dans le calcul 

au lieu de M. Par Ik on aura en meme temps corrige le resultat de la 
partie non periodique de Terreur commise en negligeant les quantites 

de eel ordre. Notre formule deviendra done F()c,(p) = — F'(x)vj^, et 
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Terreur commise ne comporlera que - j — F(x) sina^J;. C'est done la 

eorreetion a ajouter pour que I'erreur ne soit que de Tordre X* (*). 

Soil, par exemple, /? = 5, k = sin 45®, je trouve dans le tome III des 
Exercices^ p. ai5, (p'= 2 1*^0' 36", 0275443, (p'"= 58® 38' 10", 3140270. 
Aussi la Table II du tome III me donne F'(x) = 1,854074677301, d'oii 
resulte 

M'= ^-^^^^0,000001144490541544. 
On aura done k calculer Tangle ^ par la formule 



tang 



„ ,„ lang(io«3o'i8^oi— M tang(29»I9'5^l6-f-5) 

92!zdL = _^ A _!\lZ L tang(45-- ^) 

^ langf ioo3o'i8",on-?J Iang(29»i9'5",i6- ?) ^ '^^ 



et ensuite on trouvera 

F ( 9 ) = o , 00000 1 1 444 9054 1 . + . 
La correction a ajouter sera — 0,00000007 . sin 2^j;". 

EXEMPLE. o = 3o° : 

log tang ^ 7 ^ ~ 8,89549.90 



log tang ^ ^ ^ = 9,98966.16 
log cot 5 = o,32i4o.63 



log cot ^ = 0,59306. 27 n 

log tang U5*»— 1^ = 9,76143.94 



logtang(45''— ^W 9,56106.90 /I 
450- i^ = -~2o» o' 0^473 



(*) Si Ton exprime -^ en secondes, on aura F(x, (p) = M'^*, 6lant mis M'= ^ . 

17. • 
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468000.95 , ,,, ^, 

'^^^753565^66^ •■4449054. 

Corr. = +0, 7 

0,53562273 

La Table II du tome III des Exercices donne 0,535622732822. 

Cette methode me parait fournir la maniere la plus convenable de 
coDStruire des Tables pour revalualion des Fouctions Elliptiques de 
premiere espece. 

II n'y a que tres-peu de temps que ces recherches ont pris naissanec. 
Cependant elles ne sont pas les seules entreprises en AUemagne sur le 
meme objet. M. Gauss, ayant appris de celles-ci, m'a fait dire qu*il 
avait developpe deja en 1808 les cas de 3 sections, 5 sections et de 
7 sections, ct trouve en meme temps les nouvelles echelles de mo- 
dules qui s'y rapportent. Cette nouvelle, a ce qui me parait, est bien 
interessante. 

Depuis quelque temps j'ai fait encore quelques recherches sur la 
theorie des Nombres, qui m'ont conduit a des resultats assez curieux 
relatifs a la belle partie dc cette discipline ouverte aux geometres par 
voire celebre loi de Reciprocite. En effet, en partant de la nouvelle 
theorie de section de cercle proposee par M. Gauss dans la huitieme 
section de ses Disquisitiones Arithmeticce^ j'ai decouvert une methode 
qui me conduit dux theoremes fondamentaux concernant la theorie des 
Residus cubiques, biquadratiques, et meme desResidus des puissances 
plus elevees encore (*). 

Pour en donner une idee succincte, je mets ici la demonstration du 
theoreme fondamental relalif aux Residus quadratiques, fondee sur ces 
nouveaux principes. 

Soit/?un nombre, soit x une racine de I'equalion '^^^ ' =0, soit g 
une racine primitive de la congruence g^~^ — 1^0 (mod. p), on a 



X — X^ -^ JT*' — X*' -h . . . — X^^ 



-'=+\/(-«)^p. 



( * ) Je me sers ici dans ce qui suit des signes el des denominations mis en usage par 
M. Gauss dans ses Disq, Ar, 
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Od a de meme en geDeral 
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egal a -+- V (— i) * /? ou k — y (—0 ' P* selon que y est residu 
quadratique ou non residu quadratique du nombre/?. Mais le nombre q 
etant aussi premier, on a, en negligeant les multiples de q, 

xf—x^i-^...— x9s'"''=z(x — xg-h..,— xi'"y = {^i) ' » V(— * P' 

Done jT sera R ou N.Rdef? selon que (—i) * ' /^ ' , divise par y, 
laisse -f- 1 ou — i, ce qui est precisement la loi de Reciprocite, ou, 
d'apres M. Gauss, le theoreme fondamental relatif aux Residus qua- 
dratiques. 

J'ajoute plusieurs theoremes relatifs aux Residus cubiques, qui re- 
sultent tons d'un meme theoreme general. Ce sont les premiers de ce 
genre qui ont ete proposes. 

Etant donne un nombre premier/? de la forme Gn^tt un autre nombre 
premier quelconque sera residu cubique de p toutes les fois que /\p 
sera de Tune des deux formes 

Gependant il faut exclure la forme seconde dans les cas de q = 2 
et y = 3. 

Aussi q etant un nombre premier plus grand que 7, il sera residu 
cubique de p toutes les fois que/? est de la forme {q-hmUy-h 27^!*, 
le nombre m etant donne par rapport a ^ au moyen de la Table sui- 
vante : 



II 


i3 


>7 


•9 


23 


*9 


3i 




4 


I 


3 


3 


2 


5 


8 








9 


9 


8 
1 1 


7 
6 

ri 


3 

9 

7 

12 





Ainsi, par exemple, le nombre 87 est residu cubique dep toutes les 



l34 LETTRES DE JACOBI 

fois que [\p sera do Tune des sept formes : 

L'-h 36963 M% i369U-4-27M% 

(37-/. -4-3M)^-f- 27M% (37XH- 9M)»-h27M% 
(37X-1- 7M)'-+- 27M% (37)t-hi2M)»-+-27M', 

(37)t-4-8M)»4-27M'. 

Le Doinbre 4/> n'etaot pas compris sous l*une des formes etablies par 
les theoremes precedents, le nombre q n'en saura etre residu cubique. 

M. Gauss a presente a la Societe de Goettingue, il y a environ deux ans, 
un premier Memoire relatif k la theorie des Residus biquadratiques, 
laquelle est beaucoup plus facile que celle des Residus cubiques. Ce 
Memoire n'a pas encore paru, mais il en a donne un extrait dans 
les Annales de GcBttingue^ annee 1825, vol. I. Les theoremes qui 
s'y trouvent annonces se demontrent et pourront meme etre genera- 
lises par mes metbodes avec une facilite extreme; et, a ce que je crois, 
ce sera de meme avec tout ce qu'on pourrait etablir sur les Residus des 
puissances. Ledit grand geometre m'a ecrit, depuis, qu'il poursuivra le 
mSme objet dans trois autres Memoires destines a etre presentes k la 
Societe, et il se plaint que le temps lui manque a publier ses vastes re- 
cherches sur difTerents objets de la plus grande importance. Je suis 
avec le respect le plus profond, 

Monsieur, 

Votre tres-humble serviteur, 
D' C.-G.-J. Jacobi, 

Aupr^s rUniversite de Kcenisberg, en Prusse. 



Koenisberg, le I'j Janvier i8a8. 

Monsieur, 

Je chercherais en vain a vous decrire quels furent mes sentiments en 
recevant votre lettre du 3o novembre et en meme temps le numero du 
Globe qui contient la communication que vous avez bien voulu faire a 
TAcademie des Sciences de mes essais. Je me sentis confus accabl^ de 
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cet exces des boDtes que vous m'avez eues et du sentiment que jamais 
de ma vie je ne saurai m6riter de pareilles. Comment vous rendre grace? 
Quelle satisfaction pour moi que I'homme que j*admirais tant en devorant 
ses ecrits a bien voulu accueillir mes travaux avec une bonte si rare et si 
precieuse ! Tout en manquant de paroles qui soient de dignes interpretes 
de mes sentiments^ je n'y saurai r^pondre qu'en redoublant mes efforts 
a pousser plus loin les belles theories dont vous etes le createur. 

Tavais deja appris il y a quelques mois que vous avez publie un nou- 
vel ouvrage sur les Ponctions Elliptiques en deux volumes. Aussitot j'ai 
donne a un libraire de Berlin Tordre de me le faire parvenir; mais, a 
mon grand dep't, je ne I'ai pas encore rcQU. Tattends done avec une 
impatience extreme le cadeau brillant que vous m'en avez voulu faire 
et pour lequel je vous rends mille graces. 

Depuis ma derniere lettre» des recherches de la plus grande impor- 
tance ont ete publiees sur les Fonctions Elliptiques de la part d*un 
jeune geometre, qui peut-etre vous sera connu personnellement. C'est 
la premiere partie d*un Memoire de M. Abel, a Christiania, qu'on m'a 
dit avoir ete a Paris il y a deux ou trois ans, insere dans le second 
cahier du second volume du Journal des Mathdmatiques pares et appli- 
quees publie a Berlin par M. Crelle. La continuation doit avoir ete pu- 
bliee dans ces jours dans le cahier troisieme dudit Journal; mais elle 
ne m'est parvenue pas encore. Gomme je suppose que ce Memoire ne 
vous soit pas encore connu, je vous en veux racontcr les details les plus 
interessants. Mais, pour plus de commodite, j'avancerai le mode de no- 
tation dont je me sers ordinairement. 

Si Ton pose |-p===r = S, Tangle © etant Tamplitude de E, ie 



TZ 



le designe par amS; K etant la fonction entiere = / ^ ) je 

Jo VI — y.* sin 9* 

mets, au lieu de am(S— K), cette autre expression coamS (c'est-a- 
dire complementi amplitudo) . Je designe, avec vous. 



f/.nmS 



v/i — x»sin(ani>a.r — /y?"" P^"* AamZ. 
Le module sera mis a cote, si on le juge convenable; toutes les fois 



\ 
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qu'il sera supprime dans le suivant, les formules se rapportent au mo- 
dule X. Du reste, je designerai le complement de x par x' et la fonction 
entiere qui repond a x' par K'. 

M. Abel commence par donner Texpressiou analytique de toutes les 
racines des equations elevees desquelles depend (a division des Fonc- 

lions EUiptiques. En effet, soit sin 9 = < tang^J;, i etant V— i» on aura 

VI— y.^ sin 9' V^i — jt'^sin^'* 

d'oii Ton lire 

sinam({E,x) = i tangam(Z, x'), 

theoreme fondamenlal de M. Abel. 
Je remarque encore les formules suivantes : 

cosam(iZ, x) = secam(Z» x'), 

. '/ .-. X Aam(S, x') , .^ ,. 

Aam{£i, x) = ^—^ — p. =coseccoam{£., x'). 

cosam(jL, x') ^ 

Aussi on aura 

sinam(iKS x) = o, 

sinam(E-hiKM =^ — : ^t 

xsmamiT. 

colam(E' -+- iK')=i lAamZ, 

Aam(S-f- «K') = icolamS, etc. 

Comme on a 

tangam(2m'K', W) = o, 

m! etant un nombre entier, on aura aussi 

sin(2m'iK', x) = o, 

d'ou suit qu*on aura en general 

sinam(E -+- 4'wK -<- 4/n'iK') = sinamS, 

m et ni etant des nombres positifs ou negatifs. On voit done que les 
racines de Tequation ^levee qui sert \ la division de la Fonction Ellip- 

tique H en n parties seront de la forme sin am^=^ — 5 , formule 
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qui embrasse toutes les racines au nombre de n^, si Ton donne a m^ m' 
successivement les valeurs o, i, a,..., /t — i. 

M. Abel ramene ensuite la division d*une Fonction EUiptique quel- 
conqueZd la dinsion de la Fonction EntiereK. En effet, soient a, |3 dcs 
raciDes quelconques de Tequation 07"= i, Texpression 

(Na-p-smam j (*), 

oil I'oD donne a /n, m' toutes leurs valeurs o, i, 2,..., /t — 1, ne chan- 
gera pas si Ton met, au lieu de sinamS, une autre racine queleonque 

smam Cette expression sera done symetrique par 

rapport a ces racines et pourra, par consequence, etre exprimee par 

sinamZ {**). 

A present si Ton donne a a, |3 toutes leurs valeurs possibles, ce qui 
donne n^ combinaisons, on tire de Ik les valeurs de toutes les racines. 
M. Abel suit une autre methode, qui, si je ne me trompe pas, rend le 
probleme plus complique qu'il n*est en lui-meme. 

La division de la fonction entiere, laquelle depend en general d*une 

equation du degre > est ramenee a une equation du degre /n- i , 

n etant un nombre premier. En effet, soit =^^^ ^ — = u>, g une ra- 
cine primitive de la congruence ic""'^=i (mod. n), y(w) une fonction 
trigonometrique queleonque de Tamplitude de o), a une racine de I'e- 
quation ixf"* = 1, on y parvient en consid^rant I'expression 

symetrique en 9(w)»?(^w)» ?(5^'w),..., 9(^'*"'w). Or les fonctions 



(*) On entcnd par \^ la somme des expressions formdes de ladite mani^re. 

(**) II faut ajouter : Et par des quantity constantes, mais irrationnelles , de la forme 



smam 



n 

jinnaies scientififues de I'icoU Nor male superieure. Tome VI. l8 
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symetriques de ces quantites ne sauront avoir que des valeurs din(6- 
rentes au nombre /i-hi, qui repondent k jx = o, jx' = i; jx = i, |x' = o; 
fjL = i, (Ji'=i, Q, 3,..., /I — I. Done elles seront donn6es au moyen 
d'une equation alg^briqud du degr^ n+ i. Je vais ajouter k pr&sent 
les propres paroles de M. Abel, en remarquani qu'il consid^re dans son 

« DonCt en dernier lieu, la resolution de Tequation P„ = o est r^duite 
a cello d'une seule equation du degre n-H i ; mais cette equation ne peut 
pas en general etre resoluble algebriquement. Neanmoins on peut la 
resoudre compl6teinent dans plusieurs cas particuliers, par exemple 

lorsque e=.c, e = c y'S, c = c {2 ±: v^), etc. Dans le cours de ce Me- 
moire (*), je m'occuperai de ces cas, dont le premier surtout est re- 
marquable, tant par la simplicite de la solution, que par sa belle ap- 
plication dans la geometric. En efTet, entre autres, je suis parvenu a 
ce theor^me : On peut dlsdser la circonfirence entiere de la lemniscaie^ 
par la rigle et le compas seals y en m parties SgaleSf si m est de la forme jk" 
ou z^H- I , le dernier nombre Stant en nUme temps premier ; ou hien si m 
est un produit de plusieurs nombres de ces deux formes. Ce th^orfeme est* 
comme on voit, precisement le meme que celui de M. Gauss relative- 
ment au cercle. > 

Gonnaissant les racines des Equations mentionnees, M. Abel les r^out 
en facteurs; ensuite, dans les formules qui en resultent, ii pose /i = oo , 
d'ou il tire des expressions tres-remarquables; mais cela n'a plus au- 
cune diilicult^. 

Vous m*avez permis. Monsieur, de vous communiquer I'analyse dont 
je me sers. Une demonstration rigoureuse du theoreme general con- 
cernant les transformations s'imprime a present dans le Journal dCi 
M. Schumacher; elle vous sera envoy^e aussitot qu'elle sera imprimee.' 
Mes recherches ulterieures sont encore loin d'etre finies; cependant 
j'en embrasserai une partie dans un M^moire que je crois pouvoir pu- 
blier dans peu. II s'y trouvera, entre autres, un r^sultat curieux qui 
d'abord m'a frappe un peu; c'est le cas suivant. Si Ton peut tram 



[*) Qui n'est pas encore public. 
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former ud module x dans un autre X, on a entre ces deux modules une 
equation alg^brique du degre /i + i, si la transformation se rapporte 
au nombre /i, qu'on suppose etre premier. Ces equations symetriques 
en X et X sont, par exemple pour n = 3, /i= 5 : 

Oil Ton a suppose i^ = Vx> ^ = \^X. II parait remarquable que ces Equa- 
tions, qu'on pourrait appeler Equations modulairesy ont leur forme la 
plus simple entre les quatri^mes racines des modules. Or toutes ces 
equations algebriques en nombre infini satisfont a une mSme equation 
diflerentielle du troisieme degre, savoir : 

-^"-"■[(;f^)'^»-(j^)'^>-]=- 

oil Ton n'a suppose constant aucun differentiel. Aussi j'ai trouve que, 
dans certains cas, on retombe sur le meme module, de sorte que la 

transformation devient multiplication; ainsi x Etant i/-9 on aura deux 
racines de Tequation a* — c^-f- 5M*i'*(tt^ — <^*) — 4w*'(i--4'^*^') = o 
igales 5i (i dt t)ii', d'oii Ton tire ♦^• = X" = x* = -• Ce sera dans tons 
les cas oil le nombre n est la somme de deux carres, /i = a*-f- 46^» 
x Etant i/^; la Fonction EUiptique se trouve alors multipliee par 
a±: ^hi. On remarque des choses semblables dans les modules qui sont 

li£s d'aprfes une echelle quelconque avec x = i/-- C'est un genre de 

multiplication qui n'a pas son analogic dans les arcs de eercle. Je suis 

trfes-curieux de savoir votre avis sur ma demonstration, laquelle a la 

T^rit^ est un peu compliquee. La nouvelle d'une troisieme Edition de 

la ThSorie des Nombres m'a charmE. Je n'ai travaillE sur cette science 

que tr&s-peu de temps; quand je m*aurai pris la liberie de vous com- 

muniquer un petit MEmoire qui va Etre publie sur la theorie des REsi- 

du8, vous verrez que mes idEes ne mEritent pas la place brillante que 

i8. 
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vous leur avez ofierte. Aussi les recherches sur les Fonctions Elliptiqoes 
doivent etre en quelque sorte finies avant qu'eiles soient dignes de 
former un supplement k un ouvrage sans doute parfait dans toutes ses 
parties. 

Adieu, Monsieur, daignez recevoir les respects les plus profonds que 
m'inspirent la superiority de vos lumiferes etia generositc de vos senti- 
ments. Jamais de ma vie je n'oublierai cette bonte de pere avec laquelle 
vous avez voulu m'encourager dans la carriere des sciences. 

Votre devoue serviteur, 

C.-G.-J. Jacobi. 

P. S. Le troisieme cahier du Journal de CreUe^ que je viens de rece- 
voir, ne contient pas encore la suite du Memoire de M. Abel. 



Monsieur, 

11 me faut vous faire de grandes excuses d'avoir retarde aussi lung- 
temps la reponse a votre aimable lettre, pleine de vos bontes, qui font 
la plus douce recompense de mes efforts et un grand bonheur de ma 
vie. En effet, j'avais espere de jour en jour pouvoir vous mander la fin 
d'un premier Memoire qui devait embrasser la plupart de mes recher- 
ches. Cependant la ditriculte de la matiere, de meme que les nouvelles 
vues qui se sont ouvertes dans le cours meme du travail, me font 
eprouver de si grands retards, que peut-etre il ne vous sera pas des- 
agrcablc si je vous fais part des resultats principaux trouves jusqu'ici, 
et qui me paraissent dignes de votre interet.Veuillez les accueillir avec 
la bonte dont vous m'avez donne des preuves si eclaiantes et qui seront 
gravees k jamais dans mon cocur. 

Soit d apres ma notation w r= (n est un nombre im- 
pair), m et m! d^signant des nombres entiers quelconques, mais tels 
qu'un meme nombre ne saura etre diviseur des trois, /n, m\ n. Yous 
verrez ais^ment que la demonstration de mon theoreme s'applique mot 



SUR LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. l4l 

K 
a mot au cas meme qu'on met partout am o) au lieu de am - • En mettant 

successivement 

K liK' KzhaiK' Kdz4iK' Kd=(«-i)iK' 

n n n n n 

on tire de Ik un nombre n+ 1 de transformations attachees au nombre n 

et analogues a celle que j*ai donnee relativement a iv = — Elles em- 

brassent toutes les possibles quand n est premier; aussi dans les cas 
de n = 3, /I = 5, j'ai montre que les equations modulaires montent au 
quatrieme et sixieme degre, comme cela doit etre. De ces modules, au 
nombre de n -f- 1, il n'y a que deux qui soient reels, savoir : ceux qui 

repondent a w = — et a = La derniere transformation, sa- 

liK' 
voir : celle qui repond a w = > est prccisement la meme qui four- 
nil le theoreme complementaire. Pour demontrer ceci, il faut remonter 
aux formules analytiques concernant la multiplication, donnees la pre- 
miere fois par M. Abel. J'en cite les trois suivantes, presentees d*apres 
la forme souslaquelle vousconsiderez les Fonctions Elliptiques, et dans 
laquelle j'ai eu soin de vous suivre : 

/ * . / V \ / TT^ ^4~^-rT . /y 2/nK -h2m'/K'\ 
(i) smamfng.x) = (— i) x ' llsmamu-+- )» 



2mK -F 2m' I K 

CO am 1 

n 



2mK-i-2m'/K' 
^^^ n ""ll . . 2mK-f-2m'iK' 



^^— ^ sin' CO am 



sin'am 



n 



Les produits designes par J^ embrassent tons les facteurs differents 

entre eux que Ton obtient en donnant a m, ni des valeurs en nombres 
entiers positifs ou negatifs. 
Les trois formules principales relatives k la transformation comple- 
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mentaire sont : 



sinam(n^, x) 

. A* . ? . /$ . 4/A'\ . /i 8«A'\ . /? 4(n-i)iA'\ , ^ ,. 



tang'am — J \ tang^ 

(mod.)/). 



, 4A' V' I '"^^ , (/i-i)A' 

;»am ^ / I lang'am ' — ^-^— J 

f I -+-).* lang^am — yA ( i-+-X*lang'am^^ — Xj"' i4-Vtang'am ^^^'^ — j» I 

., r . ^'A' . 4'A' . 6iA' . . (/i-i)iA'T , .., 

==X'* sincoam sincoam-^ — sincoam sincoam (mod.X) 

|_ n n n w J 

(2) { r 



r. 2 A' 4 A' . (/I- 1) AH* 

Aam — Aam -^^ Aam^ I 

\_ n n ^ A 



(mod.X'), 




2A' . 4A' . (/i-i)A'l> 
sincoam — sincoam-^^ sincoam — ■ 

^— I (mod.X'), 



2A' , 4A' . (n-i)A 
sinam — sinam-^ — ••• sinam' 



? 



n n n 

Oil Ton a mis 

It 

r = sinam (^>XU A= / —--= 

•/o VI — X'»sin'9 

II faut ajouter que la theorie de la premibre transformation donne 

K K' 

A = -^> A'= -r=-- D^montrons la premiere de ces formules. 

Si, dans la formule suivante, qui concerne la premiere transfor- 
mation : 



sinam 



=(— i) ' t/-j- smam^sinamu-t--^— I sinamU-*- — )••• sinam U+ -^^ —) 
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on met §H au lieu de §, ^^ devenant ^ H n— = n- H » 

on a 



n — i 



oil Ton donne a m les valeurs o, db i , ±2, dt 3, . . . , ±: Dans 

n 



n — I 



celte formule, mettant successivement /n'= o, ±1, zh :i,..., dz , 

n 

et formant le produit, on a 

Mais la formule designee par $ (i) donne 



n — I «• — f 

sinam 



'»$ = (— I) ' X .=» J|smamU-+- y 

d'oii Ton tire 

sinam(ng, x) = i/— 11^''^^™! m "^ ' )' 

ce qui est la formule k demontrer. De la meme maniere on demontre les 
deux autres au moyen des formules $ (i), (2). La formule dont j'ai fait 
mention dans ma premiere lettre resulte des memes principes. 

Si Ton met dans ces deux transformations i^ au lieu de |, on a la 
transformation du module x' dansle module \\ et vice vend, Nommant 

X| le second module reel dans lequel on sait transformer le module x et 

21K' 
qui repond a w = > on verra que X depend de la meme maniere 

de X que x de X| , X^ de x' et x' de X', X\ etant le complement de X, . Done 
si Ton forme d'aprfes la mdme loi deux echelles relatives k x et x', trois 
termes consecutifs seront dans Tune... X, x, X,... et dans rautre...X'^, x'» 
X'...9 tb^or^me que vous avez demontre dans les cas de /i = 2 et de 
n = 3. 
On pourrait d'une maniere analogue passer k la multiplication par 
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le inoyeu du module X|, de meme que par le moyen des autres modules 
imaginaires. 

Faisons § = -» n = oo ^ on aura dans cette limile X = o, et par con- 
sequent A = -; les formules A = — n» A'= ^r donnent /iM = — » 

A' K' ttK' , , 

7- = — M = —V '1 on aura de plus 



7 = sin am 



(|,x),= 8inam(^,A)=sin^ 



La forroule (i) pent s'ecrire de la maniere suivante : 

sinam(/i^, x) 

/ v' \ / 




• , 2'A , , . - 

sm^am / \ sin'am 

n 










sin^am — / \ sin^am 
/I 



3/A'V' ' ." (/i-2)/A' 
n / I sm'am^ — I 



(mod. ).)• 



De la on tire^ dans le eas de n = 00 , 

nKy / r' \ /. __rL_\ /, r' 

TT ( . , ittK' ) I . , 2i7rK' I I . , 3i7rK' 

\ sm'am—jT— / \ sm'am — jtt— / \ sm*am — rr— 

sin am u = : ^— ^ 5 r^ — -z ; 



Ik 

celle-ci 



tr.u 



y etant sin-^- Soil e^^= U, e=z q\ cette formule se transfornie dans 



sinam(i/,x) 



oil Ton a mis A = '~ gH'"' ?H' ""?)-'• . gj i'^^^ ^gj jgng ^g^^g 
formule w-f-iK' au lieu de w, U deviendra VyU; de la on tire, en re- 



SUR LA THEORIE DES FONGTIONS ELLIPTIQDES. l4'> 

marquanlquesinamfa-h iK') = — r-^ » lavaleur de A = ^^^. De la 

^ ^ ^ '^ xsinamei ^xK 

meme maniere on trouve au moyen des expressions semblables pour 
cosami/, Aami/, etc., Ics valeurs des produits suivants : 

yjcx 
[("-9')(i-9'){i-9').--?='-^', 

4 V>t Y7 



sommatioDS tres-remarquables, ce me semble. 

A' K' A' I K' 

Comme on a -r- = ^ it' V = - -s^ » on voit qu'en meltant seulement 

A K Ai n K ^ 

9" ou ^"au lieu de q, on tire de res formules aussitot les expressions 
semblables relatives aux modules transformes X» >,. Ainsi on aura, par 
exemple. 

On ne saura guere reconnaitre de la nature de ces produits que ces 
deux expressions dependent cUgebriquement Tune de I'autre. Je re- 
marque encore que, comme on a 

on aura aussi 

[(«- 9)(' -?')(«- 9')---]'-<- '6g [(• + 9')(« + 7*)(« + g')-- .]• 

= [(n-9)(n-?>)(n-9').--]S 

equation difficile a prouver au moyen des methodes connues. On y saura 
ajouter nombre d'autres. 

AmnaUi teitntifiquet dt I'tcoU NormaU supiritiirt. Tome VI. 19 
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Si I'on met u -f- ^^^ au lieu de a, U change en aU, oil a"= i . 

De Ik se d^duit dc la formule pour sinaln^^ une nouvelle verifica- 
tion assez facile de ma premiere transformation. Je pas&e k d*autresre- 
cherches. 

Soit 

X[(i~^»U-')(i-g*U-^)(i-9«U-*)...] 

Si Ton met dans ce produit ^U au lieu de U» il sera multiplie par 

\ U~U- j V«-9'UV ■"?"' ueiasuii. 

ou 

de sorle qu'oa aura ce produit egal a 

a'[U-U-'-^'(U'-U-')+g«(U'-U-»)-7"(U'-U-') + ?"(U»-U-)— ...J. 

De la meme manifere on trouve 

[(I - gU')(i - 5f'U')(i - j'U»). . .] [(I - 9U-')(i - g»U-)(i - ?'U-'). . •] 

a' el 6 designant des constantes. 
On aura done 

, , ^ U-U-'-a'(U»-U-')+fl«(U»-U-M-o"(U'-U-')+.-. 

La constante C se determine encore au moyen de la formule 

sinamftt -4- iKM= --: •> 

' sin am M 

en remarquant que U change en y^U en meme temps que u devient 
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4/ — 



u -h iK'. On la trouve egale a -^» de sorte qu'il vient, en mettant 

u = 

(i) sinam = -— ^ ^ — j-^ ^ ^ 

J'y ajoute les trois semblables : 

2Ka: 
cos am 

(2) ' 



V^ 



?' 



,,, . 2K^ .-: I-f- 2flC0S2X-|-2fl*C0s4^-+-2a»C0s6j: 4- 2flf»«C0s8^ -+-... 

(3) Aam = v^y/ ^ ^ — \ ^ ^- ^ ^-; jz » 

TT I— 2jcos2j:-|-2^*cos4^ — 25»cosoa:H-2^'«cosoj; — ... 



2Kj; 
tang jam 



TT 

//\ / . JJ" . 3j: . . 5a: . . 7^ . , qo; .^ . no: 
14 m sin — ha sin a'sm a«sm-^ — hg*»sin^2 — hflf'*sm ... 



X Zx ^ ^x ^ nx , QkX ,^ \\x 
COS q cos fif' cos \-q^ cos^ — ha'* cos^ </•* cos ... 

2^2^ 2^ 2^ 2^ 2 

Je remarque encore les formules suivantes : 



/Ik 



= l4-2qf-h2J*-h2g'-h2^'«-h..., 



(1 1 iJ. ±i \ 



^ = 



I — 2^ -h 2^* — 2^*-h 2^** — . . . 
I 4-2 5 -h 2^* -h 2^*4- 2 5'*-h. . . 



« 



dont la premiere est la plus remarquable. 

Quant a I'lmportance de ces formules, vous la sentirez mieux que je 
ne pourrais le dire. Aussi elles ne seront pas sans interet pour les ce- 
lebres geometres qui s'occupent du mouvement de la chaleur; les nu- 

'9- 
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merateurs et les denominateurs des fraclions par lesquelles on a exprim^ 
ies fonctions trigonom^triques de Tamplitude etant souvent rencontres 
dans ladite question. Je finirai ici l*exposition rapide des resultats prin- 
cipaux trouves jusqu'ici. 

Vous auriez vouiu que j'eusse donne la chaine des id^es qui m*a con- 
duit a mes theorbmes. Cependant la route que j'ai suivie n'est pas sus- 
ceptible de rigueur g^ometrique. La chose etant trouvee» on pourra y 
substituer une autre sur laquelle on aurait pu y parvenir rigoureuse* 
ment. Ce n'est donc que pour vous, Monsieur, que j'ajoute le suivant : 

La premiere chose que j'avais trouvee (dans le mars 1827)9 c'dtait 

1 equation T= -^ ^ — ; de la je reconnus que, pour un nombre n 

quelconque, la transformation etait un probleme d'Analyse alg^brique 
determine, le nombre des constantes arbitraires egalant toujours celui 
des conditions. Au moyen des coefficients indetermines, je formai Ies 
transformations relatives aux nombres 3 et 5. L'equation du quatrieme 
degre ^ laquelle me mena la premiere ayant presque la meme forme 
que celle qui sert k la trisection, j'y soupQonnais quelque rapport. Par 
un tatonnement heureux, je remarquais dans ces deux cas Tautre trans- 
formation complementaire pour la multiplication. La j'^crivis ma pre- 
miere lettre k M. Schumacher, la methode etant g^nerale et verifiee 
par des exemples. Depuis, examinant plus de proche les deux substi- 

tutions z =1 -^— — -T-^ y = — ; — j-r sous la forme presentee dans ma 
premiere lettre, je vis qu*etant mis x = sin am -5-? z devra s'evanouir, 

et comme, dans ladite forme, - etait positif, j'en conclus que y devra 

s'evanouir aussi. De cette manifere je trouvai par induction la resolution 
en facteurs, laquelle etant confirmee par des exemples, je donnai le 
theoreme general dans ma seconde lettre a M. Schumacher. Ensuite, 
ayant remarqu6 I'equation sinam(i?, x) = i tangam(§, x'), j'en tirai 
la transformation de x' en X'. J'avais done deux transformations diffe- 
rentes. Tune de x dans un module plus petit X, Tautre de x' dans un 
module plus grand X'. De Ik, je fis la conjecture qu*en echangeant entre 
eux W et X, x et X', on aurait Texpression analytique de la transforma- 
tion complementaire. Tout etant confirme par des exemples, j*eus la 
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hardiesse de vous adresser une premiere lettre {*), qui a ete accueillie 
de vous avec tant de candeur. Les demonstrations n'ont ete trouvees 
que ci-aprfes. 

Le 1 4 fevrier dernier , j*ai en6n regu votre excellent cadeau par la 
bonte de M. de Humboldt, qui me Ta fait parvenir aussitot qu'il arriva 
a Berlin. 11 fera I'etude de ma vie. 

M . Schumacher m'a donne conuaissance de ce que vous lui avez 6erit 
du theoreme complementaire; je me suis done empresse de faire partir 
cette lettre, et je Ten averlirai. II faut nrexcuser, Monsieur, si la bonne 
opinion que vous avez bien voulu avoir pour moi me rend un peu 
timide a presenter des choses trop imparfaites a un si grand maitre. 

M. Grelle m'a ^crit que la continuation du Memoire de M. Abel s'im- 
prime d6j^. Je Tattends avec impatience. Quant k M. Gauss, il n'a rien 
encore public sur les Fonctions EUiptiques, mais il est certain qu'il a 
eu de jolies choses. S'il a ete pr^venu et pent etre surpass^, c'est une 
juste peine de ce qu'il a r^pandu un voile mystique sur ses travaux. Je 
ne le connais pas personnellement, ayant etudie la philologie k Berlin, 
oil il n'y a pas des geomfetres de distinction. 

Daignez accueillir Tassurance de mon respect le plus profond. 

Votre devoue 

C.-S.-J. JiCOBI. 
Koenisberg, 13 aTril 1838. 



Kosnisbergi 9 septembre 1838. 

Monsieur , 

La lettre dans laquelle vous m'aviez mande votre maladie de Thyver 
pass6 m'a cause de grandes peines, et j'ai atlendu avec la plus vive 
inquietude la nouvelle de Tam^lioration de votre sante qui m*est enfin 
parvenue. L'avis que vous avez voulu me donner en mfime temps de 



(*) Je Favais donn^e k un jeune marchand que je ne connaissais pas personnellement; on 
m'avfflt dit qu'il allait droilement k Paris ; mais il a pass^ plusieurs mois dans les capitales 
de FAllemagne. De 1^ s'est fait, k mon grand d^pit, le retard de cette lettre. 
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voire depart pour le micli de la France a caus6 le retard de ma reponse. 
Fasse le ciel que ee voyage vous ait entieremeDt satisfail ! 

Ma derniere letlre a ete ecrite un peu a la hate; sans eela je n*aurais 
pas cru que Ton doit supposer connues ies formules de multiplication 
pour la demonstration du theorfeme complementaire. Aussi il avait el6 
trouve et communique a vous sans la connaissance de ceiles-ci. En effet, 

A' K' 

Tequation "r- = '^ g- montre que x depend de la meme maniere de X 

que \' de x'; d'oii il suit qu'en appliquant au module X la meme trans- 
formation qui sert a parvenir du module x' au module X\ il faut retom- 
ber sur le module x. 

Vous aurez vequ sans doute deux Memoires de M. Abel, Tun insure 
dans le Journal de M, Crelie, I'autre dans Ies Nouvelles Astronomiques de 
M. Schumacher. Vous y aurez vu que M. Abel a trouve de son cote I9 
theorie generale de la Transformation, dans la publication de laquelle 
|e I'ai prevenu de six mois. Le second Memoire« insere dans le Recueil 
de M. Schumacher, n^ 138, contient une deduction rigoureuse des theo- 
remes de transformation, dont le defaut s*etait fait sentir dans mes 
annonces sur le meme objet. Elle est au-dessus de mes ^loges comme 
elle est au-dessus de mes propres travaux. 

Dans le meme cahier du Journal de M. Crelie (3 vol., 2 cab.) oil se 
trouvent Ies premiers travaux de M. Abel sur la transformation, j'avais 
fait inserer la remarque que toutcs Ies transformations attachees au 
nombre n sont au nombre /i + i, lorsque n est premier, et que Ton 
trouvait tons Ies modules transformes qui s'y rapportent en mettant, 

dans la formule \/x = -^^ — ^^y_3_ — 19 — !_•_:., ^ et v<7 ^^ lieu de at, 

\jq ayant n valeurs differenles. M. Abel verra done que Ies transforma- 
tions imaginaires ne m'elaient pas ecbappees. Que n soit premier ou 
non, le nombre des transformations sera en general egal a la somme 
des facteurs de n\ on trouve tons Ies modules transformes en mettant 

\iq^' au lieu de q, aa! etant = n. Cette theorie est complete de sorte 
qu'on ne saura y ajouter. Toutes Ies racines des equations modulairea 
se trouvent par la d^veloppees dans des series d'une elegance et d'une 
convergence sans exemple dans TAnalyse. Je remarque encore que, 
n etant un nombre carre, on aura une seule fois a = o!\ done un seul 
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des modules transform^s sera dans ce cas egal k celui d*ou I'on est 
partly ce qui fournit la multiplication. 

Vous ne m'avez dit dans deux de vos lettres pas un seul mot sur ces 
series remarquables somm^es par les Fonclions Elliptiques, dans les- 
quelles les exposants suivent la loi des nombres carres, et dont celle-ci : 

4/— = I -+-25^4-25^*4- 2 y'-H ay* •4- 25r*'4-... me parait elreTun des 

resultats les plus brillants de toute la theorie. Tout ce qui regarde la 
decomposition des nombres en nombres carres devient, par ces series, 
du ressort des Fonctions Elliptiques. Les developpements de celles-ci 
me donnenty par exemple : 

(t)'= 

= I -h bV <pt/^ ) (9'' 4- 39V ^3q*p^ 3q*P 4- 3q*'P -*- 3g*v + ...), 

p etant un nombre impair quelconque, et (p{p) la somme des facteurs 
de p. Comme dans cette serie il ne manque aucune puissance de q et 
qu'on a en meme temps 

( — j =(i 4-27 4- 2g»-f- ag'-h ag"'-!-. . .)•, 

il suit comme corollaire de cette formule le fameux theorfeme deFermat, 
que chaque nombre est la somme de quatre carres. Les theoremes rela- 
tifs aux nombres qui sont la somme de deux carres decoulent de la for- 
mule suivante : 

— = (i-hag-h2g'4-2flf''4-2fl«-f ...)*=i4--^^^ ^^, -h-^^~— ^-^4... 

n ^ ^ ^ ^ * i — q I — g^i — g'l — g' 

I — g 1 4- g' I 4- g' i — q* I — g* I -h g* 

Parmi d'autres formules, je trouve encore la suivante, digne de vous 
etre communiquee : 

= g'— 3g'*-'-f- 5g* *•'— 7g''-" 4- gg^*'* — 1 ig'"" 4-. . ., 
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(lont vous saisirez aisement la loi. Elle r^sulte de la transformation 
attachec au nombre 3. 

Ne vous fait-il pas de plaisir, Monsieur, de voir se rapprocher Tune 
a Tautre deux theories si het^rogenes en apparence et qui se datent en 
quelque sorte de vos travaux? 

Je vais ajouter quelques remarques isoiees telles qu*elles se pre- 
sententa mon esprit. Rappelons la formule donnee dans ma derniere 
lettre : 

sin am ^^^ — ^y^gsin^— 2^g»sin3x-f- 2\/q^^sin5x-~ iy/q**sin']x -h... 
^ I — 2g cos2^ -t- 2q* cos4^ — 2^* cos6^ -f- 2^'* cos8j; — .,. 

II m'a paru d*importance de pouvoir ex(irimer a part le numerateur 
et le denominateur de cette expression au moyen des Fonctions Ellip- 
tiques, ce qui n'est pas facile. 

En me servant de vos signes et mettant F' au lieu de K, y = am » 

et par consequent = F, je trouve 



I -— 2q cosa^ -f- 2q* cos4-2^ — ^q^ cos6a; -h ^q^* cos8x — . . . 






rintegrale etant prise depuis o jusqu'a f . 

L'un de vos plus beaux theoremes est que I'expression 

p^sinA cosAA(A)sin'yrf<p _ F^ _ 

J (i — x'sin'A sin'cp) A(9) F ^ ^ ' ^ '■' 

ne change pas de valeur si Ton echange entre eux les angles 9 et A. 
Or etant mis A = am ? y = am ^ je la trouve egale a 

I [ I — iq cos2{x — a)-^ iq* cos^lx — a) — 2q* cos6(x — a)-h 2q*^cos8(x — a)^ ... 1 
7. L'~ 2^ cos2(x-f- a) -f- a7<cos4(-^-*- a) — 2g»cos6(^ -+-«)— 2g"'cos8(a:-i- «)-+-.. .J' 

formule symetrique en x et a. D'ailleurs elle montre que les Fonctions 
EUiptiques de troisieme espece dans lesquelles entrent trois variables se 
ramenent a d'autres transcendantes qui nen ont que deux^ decouverle 
qui vous interessera beaucoup. 
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Mes recherches seront rassemblees dans un petit Ouvrage d'environ 
200 pages in-4 qui sera imprime a part et dont Timpression vient d'etre 
commencee. II aura pour titre : Fundamenta nova Theories Functionum 
EUipticarum. Peut-etre je serai assez heureux de vous le presenter moi- 
ineme. 

II faut avouer, Monsieur, que je suis un peu fatigue de la matiere, 
qui m'a occupe pendant dix-huit mois presque jour et nuit. Cependant 
la fin de mon Ouvrage ne doit pas ctre eelle dc nies recherches; il en 
reste encore d'une grande importance, mais aussi d'une grande difli- 
culte, Je vous prie instamment de me donner des nouvelles de vous et 
surtout de voire saute. Vous pourriez compter sur une prompte reponse. 

Votre tres-humble et tres-devoue, 

C.-G.-J. Jacobi. 

M. Bessel vous rend grace de vos civilites ; je vous prie d'en faire 
de ma part a M. Cauchy, dont j'ai toujours estime de preference les 
ecrits ingenieux et d*une rare subtilite. Les formules analytiques qui 
renferment le theoreme de Fermat ne seront pas sans interet pour ce 
Geometre, qui a tant de merite dans cette partie de la theorie des 
Nombres. 



Koonisbergy le 18 Janvier 1829. 

Monsieur, 

II faut que vous soyez assez fache de moi a cause du grand retard de 
ma reponse a voire derniere lettre, et je ne ^saurai a peine m'excuser 
si ce n'est que j'ai voulu finir, avanl de vous repondre, plusieurs tra- 
vaux trfes-difficiles sur les Fonctions EUiptiques, pour pouvoir vous en 
manderles resultats. Je ne veux vous parler k present que du Probleme 
le plus important de ceux que je suis parvenu a resoudre dans ces der- 
niers temps : c'est la resolution algebrique et generale de Tequation 
du degr6 n^, de laquelle depend la division de la Fonction Elliptique 
en n parties egales. Je vous prie, Monsieur, de me permettre d'enlrer 
la-dessus dans un grand detail. 

Annales scientifiques de Vtcole Normale supirieure. Tome VI. 20 
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Apres que vous aviez r^solu le premier TequatioD du neuvieme de- 
gre, de laquelle depend la trisectioD des Fonctions Elliptiques, nous 
remarquames en meine temps, M. Abel et moi, que Ton pent genera- 
lement reduire T equation algebrique du degre /i^, de laquelle depend 
la /i'^'"* section, a deux equations du n'^*"^ degre seulement. Ce resultat 
etait une consequence de la remarque que j'avais faite que Ton pent 
parvenir a la multiplication en appliquant h la Fonction Eliiptique deux 
transformations I'une apres Taulre. En lisant avec attention le premier 
Memoire de M. Abel sar les Fonctions Elliptiques, on reconnait aise- 
ment qu'il a effeclivement suivi la meme route, sans cependant soup- 
gonner, lors du temps qu'il compose son Memoire, que c'etait le me- 
dium des transformations par lequel il passa. Soit z = sinam(/ii/), 
x = sinam(a), n ctant un nombre impair quelconque, si Ton a 

(?-) v = , 

y etant le sinus amplitude dc la fonction transformee, il faut, d'apres ce 
que je viens de dire, pour avoirs? en z, exprimer en premier lieu x en j^, 
en resolvant alg^briquement Tequation (2); puis, en resolvant encore 
Tequation (1), il faut exprimer par z toutes les fonctions de q qui se 
trouveront sous les radicaux. Or comme on a toujours plusieurs trans- 
formations qui r^pondent a un meme nombre /i, on trouvera de cette 
maniere differentes formules algebriques pour la nf^"*^ section d'apres 
les differentes transformations par lesquelles on est passe a la multi- 
plication. On pouvait cependant soupQonner qu'il y avait une maniere 
d'exprimer x en z plus simple et qui n'6tait qu'unique. J'ai fait con- 
naitre cette forme la plus simple sous laquelle on pent presenter les 
expressions algebriques pour la n^^"^*' section dans une petite Addition 
faite au premier Memoirs de M. Abel sur les Fonctions Elliptiques, et la- 
quelle se trouve dans le 3® vol. du Journal de M. Crelle. Elle est fondee 
sur une formule tres-remarquable, et dont je veux vous parler en pen 
de mots. 

Parlous des deux formules connues pour la transformation des Fonc- 
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tioQS Elliptiques, qui donnent ensemble la multiplication : 



>cM 



smam 



(r') 



(i) / = smam(w) 4- smam(a+ -^ — j -f- smami w h j 



-f- 



smam 



(„ -. 4(n_^) 



nxM . , 
— rp sinam(n£i) 



) • ('^ -A . /" 4'K' ^\ 

(2.) ( =sinam I ^> /) 4- sinami rj 4- -^-jr=-9 Xj-h. •• 



smam 



(S - '-^^'^^' >) 



I etant yj— i. Au moyen de Tequation (i) on tire de la formule (2) 
celle qui suit : 

(3) /isinam(/ia) = > smam( M 4- u 

en donnant a m, m' les valeurs o, 1 , 3, . . . , /i — i . Cette derniere formule 
a ete deja donn^e par M. Abel. 

Dans le eas de n premier, le seul que nous considererons pour plus 
de simplicite, on a /i + i formules analogues a la formule (i) et qui 
repondent aux diverses transformations du module K attachecs au 
nombre n. Elles sont contenues toutes sous la formule generale : 

^ = sinam(i/) -f- sinam(2/ 4-4w) -H sinam(M -h 80) -4-. . . 



sinam[M -f-4('i — i)ck)], 

o ayant une des n + i valeurs suivantes : 

K /K' iK' 2K iYJ 4K iK' 2(/i-i)K 
— , — , 1 , 1 ?•••) — -f- 9 

n n n n n n n n 

m 

et les quantites X, M etant determinees de la meme maniere, par cu, 
qu*elles sont determinees par — dans la formule (i). Nommons les va- 
leurs de X, M qui repondent a ces difTerentes valeurs de co : 

X, Xi, Xj, X3,. . ., X«; M, Ml, Ma, Mj,. . ., M„, 

20. 
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si Ton ajoute ensemble les /i + i quantites suivantes : 
X 



xM 



sinam(^,x), ^sinam(^a.), -^^ sin am (^ , >,) 



X 



^smam(^^^,>.j 



en substituant pour chacune sa valeur tiree de Tequation generale (4)9 
on Irouve : 



-T7 Sin am 
xM 



(5) I , ^ V . / 4mKH-4/n'/K'\ 
^ ' ^ =nsmam(M)-+- > smam(M-f -^^ 1 

=:nsinam(a) 4- nsinam(ni/). 

En eifet, on voit aisement qu'il se trouve dans la somme dont on parle 

tons les lermes de 1 expression > sin ami m 4- j et qu ils 

ne s*y trouvent qu'une seule fois, excepte seulement le terme sinam(ii), 
qui s'y trouve n -h i fois. De Tequation (5) on tire celle qui suit : 



{w^)'^^.''''(k''^)^^^^ 



-:i7Sinam . -^ 

(6) sinam(Mj= — 



G'est la formule remarquable dont j*ai parle, et qui est de la plus 
grande importance dans la theorie de la division des Fonctions EUip* 
tiques. En effet, lorsqu'il s*agit d'exprimer sinam(i^) par sinam(/ii/), 

on n'a plus qu'k exprimer par sinam(na) les quantites sinamf ^j X^j, 

ce qui se fait par la resolution d'equations algebriques du nf^'"^ degr^ 
seulement. Je vais rapporter a present les expressions algebriques et 
generales des racines de ces dernieres. 

Soit toujours sinam(n</) = z etdesignons par 9{nu, co) I'expression 
suivante : 

4>{/i/^, w) 

~ (1 — x'sin*am4w.«')(i — >'.'sin'am8w.z')...[i- x'sin*am2(/«-~i)w.z»J; 
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nommoDS de plus A^^ Texpression suivante : 
je dis qu'on a 



-r^ sinami 



(5- *) _ _ 

^'^^ \ =sinam(ni/) + sinam(/iti -f-4w)v'^'-+-sinam(/iz< 4-8(i))v'A'' 



sinain[nM-h4('* — OwJJ^Ae*-'^ 



Les quantitcs A^''^ seront de la forme Ph- Q >/(! — 2*) (i — x*^^), 
P et Q etant des fonctions rationnelles de z. 

Voici une formule entierement nouvelle pour la transformation des 
Fonctions Elliptiques, et laquelle ne pourra etre ddduite d*aucune fagon 
des formules connues jusqu'ici, quoiqu'une fois trouvee, on pent la 
verifier par les premiers elements de la theorie des Fonctions Ellip- 
tiques, et meme sans supposer connues les formules de transformation 
ordinaires. La decouverle de cette formule m'a coute beaucoup de 
peine, et c'est peut-etre pourquoi je voudrais la compter pour le resul- 
tat le plus important de tout ce que j'ai trouve jusqu'ici. 

Les formules (6) et (7) donnent aussitot les formules algebriques et 
generales pour exprimer sin am (a) par 8inam(na). Nommons pour 
cet effet ci), Oi, cjsfo ^n l^s differentes valeurs de ot> qui repondent aux 
differents modules transformes X, X,, Xj,,.., X«, et soit A[;^ une expres- 
sion qui depend de la maniere de &>;„ que A^''^ depend de w, on trouve 

/isinam(i^) 
~s\mm(nu) 

-f-sinam(nM-f-4«) ?^A^-4-sinam(nM-+-8w) v^A^-4-...H-sinam[/iM-4-4(n— i)w] "yjU^^^' 
-hsinam(nM-+-4«« ) v^AV-4-sinam(/n<+8w,) yA^H-...-*-sinam[nii-h4(w— 1 )w,] J/Ai,'*-' 

-+-sinam(na+4«Ov^A74-sinam(/l«4-8wOyA', + ...^-sinam[nM-^4{/l~l)w,]vM^ 



-vsinam(n«H-4w„)v^A'„+sinam(/iw4-8ck)„)v/A^4^...-4-sinam[ni/-f 4(/i--i)a)„];^A;,"- 

Cest Texpression algebrique pour la n'^'^^ section des Fonctions Ellip- 
tiques, laquelle est composee, comme on voit, de [n-^\)[n — \)-=n^— i 



') 
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^^thnes racincs; les quantites qui se trouventsous les radicaux sonl toutes 

tie la forme P-hQV(i — ^^) (i — x*^^), P el Qetantdes fonctions ration- 
nelles de z. Vous trouverez ce resullat parmi d'autres dans le Journal 
de Af. Crelle; du nombre de ces derniers sont lesformules generates pour 
la transformation des Fonctions ElUptiques de la seconde et de la troisieme 
espece. Les limites d'une leltre ne me permettent pas d'enlrer dans ce 
moment dans un plus grand detail. Je vous entretiendrai une autre fois 
de la maniere dont je suis parvenu a la formule (7)9 laquelle pourra 
paraitre assez etrangere, comme elle est fondee sur la consideration 
des series et surtout sur les proprietes remarquables de mes nouveaux 
transcendants H, 6, au milieu desquels on pent exprimer rationnelle- 

ment tons les radicaux. Ainsi, par exemple, w etant = — » on a 

0(O)0(/IM-}- i^j , jjT rf^^ F'E-E'r 

:;/-\.P):=: ^ !LJ., 0(«) eiam t/i^e-^ ^' , <p = am(u). 

Cependant, comme je I'ai dit, on pent aussi verifier la formule (7) 
en quantites finies. 

A cause de I'extension inattendue qu'ont prise mes travaux» je par- 
tagerai mon Ouvrage en deux Parties, dont la premiere sera publiee 
dans trois mois environ : je vous en ferai hommage des que son im- 
pression sera achevee. Dans des Notes et des Additions jointes a la pre- 
miere Partie, j'exposerai ce qui est particulier ^ M. Abel, en rapprocbant 
les methodes de cet Auteur de celles dont j'ai fait usage moi-meme. 

II faut vous rendre encore mille graces pour Tenvoi de votre premier 
Supplement; tout ce qu'il contient vous appartient sous tant de titres 
que ce n'est que votre bonte qui m'y a fait prendre tant de part. C'est 
encore a vous, Monsieur, que je suis redevable de la place de Profes- 
^eur dont vous etes assez obligeant de me feliciter. Une gazette de Berlin 
ayant fait mention de la communication que vous avez faite ^ votre 
Academic de mes travaux, Tautorite de votre nom a ete la cause que le 
Ministre m'a place. 

Vous m'avez donne de grandes inquietudes sur votre sante dans votre 
derniere lettre; il faut que vous m'en arrachiez sitot qu'il vous soit 
possible : je vous en prie instamment. 
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Ce serait trop me punir pour le retard de ma reponse par un retard 
de votre cote; c'est la division des Fonctions Ellipliques qu'il faut ac- 
cuser Ik-dessus. 

Votre entierement devoue serviteur, 

C.-G.-J. Jacobi. 

Je vous prie, Monsieur, de faire parvenir la letlre ci-adjointe au ce- 
lebre orientaliste M. Klaproth; veuillez me pardonner si j'ose vous faire 
fant de peine. 



Kcenisberg, ce i\ mars iHid. 

Monsieur, 

Je vous remercie mille fois de votre lettre du 9 fevrier, et, comme 
vous m'y proposez diverses questions, je veux chercher a y repondre. 
Vous supposez que j'ai trouv6 des moyens a exprimer algebriquement 
les fonctions trigonometriques des amplitudes que vous designez par »,„, 
en ajoutant que sans cela ma formule contiendrait des coefFicients que 
je ne pourrai determiner. Mais, Monsieur, ce que vous desirez est une 
chose tout a fait impossible dans le cas ge^niral, et qui ne s'execute que 
pour des valeurs sp^ciales du module. 

Ma formule qui donne I'expression algebrique de sinam(//) au 
moyen de sinam(ne/) suppose connue la section de la fonction entiere. 
Cestainsi qu'on savait resoudre algebriquement depuis plus d'un siecle 
les Equations qui se rapportent a la division d'un arc de cercle, toute- 
fois en supposant connue celle de la circonference entiere, cette der- 
niere n'^tant donnee generalement que dans c^s derniers temps par les 
travaux de M. Gauss. 

M. Abel a traite, dans son premier Mdmoire sur les Fonctions Ellip- 
tiquesy le Probleme en question pour la premiere fois d'une maniere 
gen^rale; il a montre qu'il est toujours possible de reduire la division 
de la fonction indefmie k celle de la fonction entiere; ensuite il a mon- 
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tre que Tequatioa du degre > de laquelle depend cette derniere, 

se reduit a une equation du degre ^-^^ dont les coefficients dependent 

d'une autre equation du degre n 4- i , n etant premier. En effet, I'equa- 
tion du degre v? entre sinam(a) et sinam(na) a pour racines les 

TV expressions conlenues sous la forme smamlaH J^ 

oil Ton donne k m, rn! les valeurs o, i, 2, 3,..., /i — i. 

En supposant a = o, une racine devenant sinam({^) = o et les autres 
devenant egales deux a deux, mais de signes opposes » Texpression 

sin^amf ^ J ne depend plus que d'une equation du degre 

9 comme vous Tavez montre par des exemples dans vosTrait6s. 

Supposons n premier, et soit = co, on prouve aisement 

qu*unefonctionsym^triquequelconquede sin^am(2a)), sin^am(4ot)),..., 
sin^am[(n-— i)«], par exemple celle-ci : 

sin*coam26o.sin^coam4&). . .sin*coam(/i — i)&) f = — j, 

ne pent obtenir plus que n + i valeurs differentes, en mettant pour 

sin* am (20.)) une quelconque des racines de Tequation du degre • 

Ces valeurs diflFerentes repondent aux valeurs de w = K, /K', K-4- iK', 
2K4-eK',..., (n — i)K4- iK'. En effet, toutes les racines de Tequa- 

tion etant contenues sous la forme sin*am(2/?co), oil Ton donne 

a/? les valeurs I, 2,..., j acolesn+i valeurs mentionnees, et le 

systeme des quantites sin*am2u,... , sin*am(n — i)ci) pouvant etre 
remplace par le systeme de celles-ci : sin*am(2/>w), sin'am(4/>w),..., 
sin* am [(w — i )/?«], il sOit que lesfonctions geometriques de ces quan- 
tites ne sauront obtenir que les /i + i valeurs que Ton obtienten met- 
tant pour w des valeurs differentes et incommensurables entre elles. Done 
elles dependent d'une equation algebrique du degre n-+- 1. C'est done 
aussi le degre de I'equation dont les racines sont les diflerents modules 
Iransformes attaches au nombre n suppose premier, et que j'appelle 
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equalio modularis, ces modules etant contenus sous la forme 
h = /"[sin CO am 2&). sin coam4ot). . .sincoam(n — i) w]*. 

Vous voyez done, Monsieur, que M. Abel a prouve ce theoreme im- 
portant, comme vous le nommez, dans son premier Memoire sur les 
Fonctions Elliptiques^ quoiqu*il n'y ait pas traile de la transformation, 
et qu'il ne parait pas meme avoir songe, du temps qu'il le composa, 
que ses formules et ses theoremes trouveront une pareille application. 
Quant ^ moi, je n'ai pas trouve necessaire de reproduire cette demons- 
tration dans les ecrits que j'ai publics jusqu'ici sur cette matiere, car 
il me reste trop a faire pour ne pas epargner mon temps le plus quo 
possible. 

Mais peut-etre. Monsieur, vous aurez a faire des objections a cette 
demonstration. Dans ce cas, vous m*obligerez de beaucoup en me les 
communiquant, car lorsque je traiterai de mes theories nouvelles il 
faudra en parler. 

Etant counue une seule des fonctions symetriques de sin^am(2cit)),..., 
la theorie generale des equations algebriques nous apprend, et M. Abel 
Ta remarque, qu'il est possible d*exprimer par celle-ci toute autre func- 
tion symetrique des memes quantites. Cest la cause de ce que vous avez 
pu exprimer rationnellement en fonctions des deux modules les coefri- 
cients des transformations attachees aux nombres 3 et 5, et il sera de 
meme pour tout autre nombre. Vous trouvercz meme dans le 2* cabier 
du vol. IV du Journal de M. Crelle une formule a differences partielles 
tres-remarquable qui sert a e\pt\mev generalement ces coefficients par 
ces deux modules, en supposant connue Tequation aux modules; de 
sorte que la formation algebrique des substitutions a faire pour parve- 
nir a une transformation quelconque est entierement reduite a la re- 
cherche des equations aux modules, formule qui donue en meme temps 
comme cas special les expressions algebriques et generales pour la mul- 
tiplication par un nombre n quelconque indefini: chose tres-ditiicile 
et dont vous avez du remarquer les premiers exemples dans le 4^ cahier 
du vol. Ill dudit Recueil. II sera de meme si Ton fait tout dependre 
de Tequation doni les racines donnent les valeurs de ce que vous appe- 
lez le rdgulateur^ et cela conviendra peut-etre encore mieux, ces der- 
nieres semblant etre plus simples. Aussi j'ai decouvert une propriete 

Annales scientifiques de Vtcole Normalc sup^rieure. Tome VI. 21 
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tout a fait singuliere de ces equations, (lout les raciiics sont les regu- 
lateurs, comme vous I'aurez lu dans le 3* cahicr du vol. HI : c'est qu'on 
pent exprimer lineairement leurs rapines carrees au moyen de la moitie 
de leur nombre, propriete qui in*est d'autant plus remarquable que je 
ne Tai trouvee que par les d^veloppements en series qui me sont pro- 
pres, et que je ne vois pas comment on pent la prouver en quantites 
finies, ce qui pourtant doit etre possible. Cette propriete servira sans 
doute a approtbndir un jour la vraie nature de ces Equations du degre 
n-h J. 

J'ai ete convaincu, et M. Abel Ta confirme, qu*il n*est pas possible 
de resoudre algebriquement ces Equations du degre /i + i; aussit 
comme M. Abel sail elablir des criteres necessaires et suflisants pour 
qu'une Equation algebrique pent 6tre resolue, il pourra sans doute 
prouver cela avec toute la rigueur analytique. Quant aux cas speciaux, 
comme M. Abel a promis en plusieurs lieux d*en traiter^ je ne me suis 
pas encore occupe beaucoup de cet objet, sans doute tres-interessant. 
Je ne veux ni reproduire ni prevenir les travaux de M. Abel : presque 
tout ce que j'ai publie dans ces derniers temps sur les Functions EUip- 
tiques contient des vues nouvelles; ce ne sont pas des amplifications de 
matieres dont M. Abel a traite ou meme promis de s'en occuper. 

Le module transforme ou, ce qui revient au mSme, le regulateur qui 
y repond etant suppose connu> il faut encore resoudre une equation dii 

degre — ^^ pour parvenir aux quantites sin'am(3/>o.)), ou k la section 

de la fonction enticre. Done vous n'aviez eu qu'a resoudre une equa- 
tion du second degre dans le cas de n = 5. M. Abel a prouve que la 
melbode de M. Gauss s*appliquc presque mot a mot a la resolution de 
ces equations, de sorte que ce ne sont que les Equations aux modules 
qu'on ne sait pas resoudre algebriquement. J'ai trouve le tbeor^me re- 
marquable, et je I'ai annonce dans le 2* cahier du vol. IV du Journal 
mentionne, qu*etant supposees connues toutes les racines de I'equation 
aux modules, ou tons les regulateurs qui repondent au nombre /i, on 
pent exprimer les quantites sina;„ sans avoir besoin de resoudre encore 
aucune equation algebrique. La methode de M. Abel ne suppose connu 
qu'un seul module transforme pour Irouver, par la resolution d'une 

equation algebrique du ( — ^) degre, les quantites sina^,, qui repon- 
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dent a ce module; la connaissance de tous les modules transformes 
remplacera done la resolution de cette equation. 

Je ne crois pas que la formule que j'ai eu Thonneur de vous commu- 
niquer dans ma deruiere lettre perdra a vos yeux a present oil vous 
voyez qu'elle contient des coefficients ^ue je ne sais pas determiner, 
mais en meme temps qu'il est impossible de les determiner algebri- 
quement. 

L'impression de mon Ouvrage s'est retardee, puisqu'il s'imprime a 
5oo lieues de Koenigsberg; sans cela, il serait deja dans vos mains; ce- 
pendant j'espere pouvoir vous le faire parvenir dans tres-peu de temps. 
II ne contiendra que les fondements de mes travaux; je publierai le 
reste dans des Memoires isol^s, puisque cela parait etre plus conforme 
a vos voeux. 

Quelle decouverte deM. Abel que cette generalisation deTintegrale 
d'Euler! A-t-on jamais vu pareille chose! Mais comment s'est-il fait 
que cette decouverte, peut-etre la plus importante de ce qu'a fait dans 
les Mathematiques le siecle dans lequel nous vivons» 6tant communi- 
quee a votre Academic il y a deux ans, elle a pu.ecbapper a Tattention 
de vous et de vos confreres? 

Vos lettres. Monsieur, font epoque dans le cours de mes travaux. 
Veuillez done me daigner honorer bientot d'une reponse, et, comme 
j'irai voir mes parents a Postdam, je vous pric de Tadresser a cette 
ville. Je vous prie aussi de vouloir bien excuser mille inconvenients qui 
naissent de ce qu'il faut que j'ecris dans une langue qui m'est etrangbre. 

Votre devoue serviteur, 

C.-G.-J. jACOBf. 



Poktdam, le 23 mai 1839. 

Monsieur, 

Je vous rends grace de votre lettre da 8 avril qui me mande la publi- 
cation d'uD Supplement, que j 'attends avec une grande impatience. 
Vos deux Supplements embrasseront sans doute la plupart de ce qui se 
trouvera de nouveau et d'interessant dans mon Ouvrage et beaucoup 
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(I'autres clioses qui ne s'y trouveat pas. L'impression decelui-ci etant 
achevee^ je me suis empresse de vous le faire parvenir, et je vous 
prie de raccueillir avec cette bonte dont vous m'avez donne des preuves 
si eclatantes. Cependant je erains qu'il ne soit beaucoup au-dessous de 
la bonne opinion que vous avei voulu concevoir de mes travaux, et je 
Grains ccla d'autant plus, puisqu'il ne contient que les fondements de 
mes recherclies et qu*il me faut encore une longue serie de travaux 
pour ^tablir aux yeux des Geometres leur ensemble. 

En ce qui regarde les Int^grales Elliptiques de la troisieme espece a 
parametre circulaire, vous avez completement raison; elles ue jouissent 
pas d*une reduction analogue a celle de I'autre espfece logarithmique. Si 
j'ai annonce une pareille chose, comme vous le dites dans votre lettret 
cela n'a pu etre que dans le sens general et analytique, ou Ton ne dis- 
tingue pas entre les valours reelles et imaginaires, et qu'on fait abstrac- 
tion de revaluation num^rique. Sous ce point de vue, une meme for- 
mule embrasse tons les cas» de sorte qu*on n'a pas besoin de distinguer 
ontre les especes, ce qui devient necessaire aussitot qu'on veut appli- 
quer les formules qui s'y rapportent au calcul numerique ou qu'on ne 
veut considerer que des quantites reelles. Toutefois cette sorte d'incon- 
venient, qui tient a la nature intime de I'objet, et nullement a un de- 
faut de notre part, me parait ajouter de merite a votre division des In- 
tegrales Elliptiques de la troisieme espece en deux classes, auxquelles 
se ramenent tons les autres cas. En efTet, ces deux classes different es- 
senliellement entre elles, le parametre et I'amplitude dans I'une d'entre 
elles pouvant etre reunis dans une seule variable, et I'autre pouvant 
etre rapportce en meme temps au module donne et a son complement. 
Je pourrais vous parler davantagc sur cette matiere, mais j'aime mieux 
voir auparavant votre second Supplement. 

J'ai deja communique k M. Crelle, pour le faire inserer dans son 
Journal, un premier Memoire qui fait partie d'une suite de Memoircs 
dans lesquels je veux exposer, avec les demonstrations et les develop- 
pements necessaires, les differents resultats auxquels je suis parvenu, 
et dont j'ai dejk annonce la plupart sans demonstration. Vous y trou- 
verez les formules generates qui se rapportent h la transformation des 
Integrates Elliptiques de la seconde et de la troisieme espece, presen- 
tees sous une forme commode el elegante. Vous y trouvercz aussi les 
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formules generates qui donnent leurs valeurs dans le cas que f{(p) 
est commensurable avec la fonetion emigre P, ou plus generalement 

=z— — li^-i — ^ — L'LLiIL!, /h n, p etant des nombrcs entiers. Mais le 

P ^ 

but principal de ce premier Memoire est de preparer tout ce qui est 

necessaire pour que je puisse ^tablir dans les Memoires suivants, avec 

toute la rigueur necessaire et en partant des premiers elements^ cette 

theorie des Transformations irrationnelles ou inverses et de la section 

des Fonctions Elliptiques, qui me parait etre le comble de toutes mes 

recherches sur cette matiere. 

Dans un Memoire ccrit en allemand, et qui a ete insere dans le 
3* volume du Journal de M. Crelle, j'ai donne une construction plane de 
la multiplication des Fonctions Elliptiques. 

Soit A A'A'^A'"... une partie d'un polygene inscrit au cercle C et oir- 




conscrit au cercle c, A etant situe dans le prolongement de Gc ou de la 
droite qui joint les deux centres: si Ton met AA'=2y,, AA"=3y2, 
AA*'= 2(p, , . . . , on aura 

F(9:)=:2F(9.), F(<p,)=:3F(cp.) 

Le module se determine par la distance du centre C a la secante 
ideale commune aux deux cercles. Done si Ton veut trouver un angle (pn 
tel que f{(pn) = ^F(?)» ^^ ^'^ qti'a decrire un cercle c, qui touche la 
droite AA' et qui a une secante ideale donnee commune avec le cercle C; 
ensuite on mene au cercle c les tangentes A' A", A'' A"', A'" A*'',...; les 
points A", A"', A*^,... etant situes tons dans la peripheric du cercle C; 
la n'^*"* tangente etant A^""*^ A^'*\ on aura AA„ = 29,,. Les arcs de cer- 
cles peuvent devenir plus grands que 36o dcgres, de sorte que cette 
construction n'a point des limites, comme celle de Lagrange. On voit 
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ainsi que la theorie generate des polygenes inscriptibles et circonscrip- 
tibles en meme temps a un cercle depend des Fonctions Elliptiques, 
comnie eelle des polygenes reguliers des Fonctions Circulaires. 

Pardonnez-moi si j'ose vous faire remarquer qu'il me semble que, 
dans votre premier Supplement, vous avez presente d'une maniere in- 
complete ma demonstration de mon premier theoreme. II me semble 

que de la scule circonstance que y se change en y-> a? etant change 

on y -9 vous concluez que la valeur de j, qu'on a supposee, satisfait 
a Tequation did'erentielle 



dj dx 



— t 



puisqu*on pent faire dans celle-ci cette substitution. 

Mais je n'ai pas fait, moi, cette conclusion, que vous reconnaitrez ai- 
siMnenl etre fautive, puisqu'on pent former orf libitum des expressions 
qui jouissent de cette propriete et qui ne satisfont pas a Tequation dif- 
ferentielle. 

Vous m'obligerez beaucoup, Monsieur, si vous voulez avoir la bonte 
de faire parvenir a MM. Poisson, Fourier et Cauchy les exemplaires dc 
mon Ouvrage qui se trouvent aupres de celui dont je vous fais hom- 
mage. Comme je resterai encore quelque temps a Postdam, je vous prie 
d\ adresser une reponse que j 'attends avec une vive impatience. 

Votre entierement devoue, 

C.-G.-J. Jacobi. 



Postdam, le i^ juin 183J). 

Monsieur, 

Conformement a ce que vous avez la bonte de m'ecrire dans votre 
lettre du 4 juin, je vous envoie un quatrieme exemplaire pour TAca- 
demie. Je Tai adresse a M. le Baron de Fourier, Secretaire per- 
petuel de TAcademie, puisque j'ignore le nom du President. Veuillez 
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bien le lui faire parvenir et excuser la peine que je vous fais. Votre 
boot^ envers moi et votre generosite sont telles, que je ne sais vous en 
rendre de graces dignes. 

Peu de jours aprfes Tenvoi de ma dernifere leltre, j*appris la triste 
nouvelle de la mort d'Abel. Notre Gouvernement Tavait appele k Berlin, 
mais Tappel ne Fa pas trouve parmi les vivants. L'esperance que j'avais 
conQuc de le trouver a Berlin a ete si cruellement.deQue. Les vastes 
probl^mes qu'il s*etail proposes, d'etablir des criteres suflisanls et ne- 
cessaires pour qu'une equation algebrique quelconque soit resoluble, 
pour qu'une integrale quelconque puisse etre exprimee en quantites 
tinies, son invention admirable de la propriete gencrale qui embrasse 
toutes les fonctions qui sont des integrales de fonctions algebriques 
queleonques, etc., etc, marquent un genre de questions tout a fait 
particulier, et que personne avant lui n'a ose imaginer. II s'en est alle, 
mais il a laisse un grand exemple. 

Je vous rends mille graces de voire second Supplement, qui avait 
fait le grand detour par Koenigsberg. Les demonstrations diflerentes 
de celles que vous trouverez dans mon petit Ouvrage et les developpe- 
ments que. vous avez ajout^s a plusieurs points importants me Tout 
rendu fort interessant. Quant au calcul numerique des Integrales ellip- 
tiques de troisifeme espfece k parametre circulaire, je vous demande 
pardon d*avoir fait naitre en vous une esperance qui n'a pas ete realisee 
depuis. Cependant je crois que vous n*avez pas a regretter trop Tin- 
convenient que ces fonctions ne peuvent etre reduites en tables h double 
entree. Les moyens que vous avez indiques pour leur evaluation dans 
le second Supplement sont tels, qu'on doit considerer ce&fonctions tout 
a fait comme des quantites finies. Je crois mdme qu'au moyen de quel- 
ques tables a simple entree on pent faciliter tellement leur calcul, que 
la peine de les calculer au moyen de mes series devienne plus petite 
que celle qu'exige Tinterpolation dans une table k double entree. 

Ce qui regarde la demonstration que j'ai donn^e de mon theorfeme I 
dans le Journal de M. Schumacher^ elle repose sur le theoreme qu' « etant 
» trouv^es trois fonctions entieres et rationnelles de x quelconques U, 
» V el T, lelles que 
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aiiisi que la theorie geuerale des polygenes iiiscriplibles et circonscrip- 
tibles en meme temps a un cercle depend des Fonclions EUiptiques, 
eomme cellc des polygenes reguliers des Fonclions Circulaires. 

Pardonnez-moi si j'ose vous faire remarquer qu'il me semble que, 
dans voire premier Supplement, vous avez presenl6 d'une maniere in- 
complete ma demonstration de mon premier tbeoreme. II me semble 

que do la scule circonstance que y se cbange en y— > x etant cbange 
en y--9 vous concluez que la valeur de j, qu'on a supposce, salisfait 

/I cc* 

a Tequalion diHerentielle 

dy dx 

V ( > — r' )( ' — A' r' ) " M v/( I ~ x^ ) ( I ~~n'»i» ) ' 

puisqu*on pent faire dans celle-ci cette substitution. 

Mais je n'ai pas fail, moi, cette conclusion, que vous reconnaitrez ai- 
soinent etre fautive, puisqu'on pent former o^ libitum des expressions 
qui jouissent dc cette propriete et qui ne satisfont pas a Tequation dif- 
forentiellc. 

Vous m'obligerez bcaucoup, Monsieur, si vous voulez avoir la bonte 
de faire parvenir a MM. Poisson, Fourier et Caucby les exemplaires de 
mon Ouvrage qui se trouvent aupres de celui dont je vous fais bom- 
mage. Comme je resterai encore quelque temps a Posldam, je vous prie 
d'y adi*esser une reponse que j 'attends avec une vive impatience. 

Voire entieremenl devoue, 

C.-G.-J. Jacobi. 



Postdam, le i/) juin iSat). 

Monsieur, 

Couformement a ce que vous avez la bonte de m'ecrire dans voire 
lettre du 4 juin, je vous envoie un quatrieme exemplaire pour TAca- 
demie. Je Tai adresse a M. le Baron de Fourier, Secretaire per- 
petuel de TAcademie, puisque j'ignore le nom du President. Veuillez 
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bien le lui faire parvenir et excuser la peine que je vous Pais. Votre 
bont6 envers moi et voire generosite sont telles, que je ne sais vous en 
rendre de graces dignes. 

Peu de jours aprfes Tenvoi de ma dernifere leilre, j'appris la Iriste 
nouvelle dc la mort d'Abel. Notre Gouvernement Tavait appele a Berlin, 
mais Tappel ne I'a pas trouve parmi les vivants. L'esperance que j*avais 
coDQuc de le trouver a Berlin a ete si cruellement^deQue. Les vastes 
problemes qu'il s*etait proposes, d'etablir des criteres suflisauts et ne- 
cessaires pour qu'une equation algebrique quelconque soit resoluble, 
pour qu*une integrale quelconque puisse etre exprimee en quantites 
tinies, son invention admirable de la propriete generale qui embrasse 
toutes les fonctions qui sont des integrales de fonctions algebriques 
queleonques, etc., etc., marquent un genre de questions tout a fait 
particulier, et que personne avant lui n'a ose imaginer. II s'en est alle, 
mais il a laisse un grand exemple. 

Je vous rends mille graces de votre second Supplement, qui avait 
fait le grand detour par Koenigsberg. Les demonstrations differentes 
de celles que vous trouverez dans mon petit Ouvrage et les developpe- 
ments que. vous avez ajout^s a plusieurs points importants me Tout 
rendu fort interessant. Quant au calcul numerique des Integrales ellip- 
tiques de troisifeme espfece a param^tre circulaire, je vous demande 
pardon d*avoir fait naitre en vous une esperance qui n'a pas ete realisee 
depuis. dependant je crois que vous n*avez pas a regretter trop Tin- 
convenient que ces fonctions ne peuvent etre reduites en tables h double 
entree. Les moyens que vous avez indiqu^s pour leur evaluation dans 
le second Supplement sont tels, qu'on doit considerer ce&fonctions tout 
a fait comme des quantites finies. Je crois mSme qu*au moyen de quel- 
ques tables a simple entree on peut faciliter tellement leur calcul, que 
la peine de les calculer au moyen de mes series devienne plus petite 
que celle qu*exige ('interpolation dans une table k double entree. 

Ge qui regarde la demonstration que j'ai donn^e de mon theorfeme 1 
dans le Journal de M. Schumacher^ elle repose sur le theoreme qu' « etant 
> trouv^es trois fonctions entieres et rationnelles de x quelconques U, 
» V et T, telles que 
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aiiisi que la theorie geuerale des polygenes inscriptibles et circonscrip- 
tibles en meme temps a un cercle depend des Fonctions Elliptiques, 
coinme eelle des polygenes reguliers des Fonctions Circulaires. 

Pardonnez-moi si j'ose vous faire remarquer qu*il me semble que, 
dans votre premier Supplement, vous avez presente d'une maniere in- 
complete ma demonstration de mon premier theoreme. II me semble 

que do la seule circonstance que y se change en y— > a: 6tant change 

en V— 9 vous concluez que la valeur de j, qu'on a supposee, satisfait 
a Tequation diflerentielle 

dy dx 

puisqu^on peut faire dans celle-ci cette substitution. 

Mais je n'ai pas fait, moi, cette conclusion, que vous reconnaitrez ai- 
sement etre fautive, puisqu'on peut former fik/ libitum des expressions 
qui jouissent dc cette propriety et qui ne satisfont pas a Tequation dif- 
ferent ielle. 

Vous m'obligerez beaucoup. Monsieur, si vous voulez avoir la bonte 
de faire parvenir a MM. Poisson, Fourier et Cauchy les exemplaires de 
mon Ouvrage qui se trouvent aupres de celui dont je vous fais hom- 
mage. Comme je resterai encore quelque temps a Postdam, je vous prie 
d'y adi'esser une reponse que j 'attends avec une vive impatience. 

Votre entierement devoue, 

C.-G.-J. Jacobi. 



Postdam, le i^ juin iSst). 

Monsieur, 

Conformement a ce que vous avez la bonte de m'ecrire dans voire 
lettre du 4 juin, je vous envoie un quatrieme exemplaire pour TAca- 
demie. Je Tai adresse a M. le Baron de Fourier, Secretaire per- 
petuel de TAcademie, puisque j'ignore le nom du President. Veuillez 
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bicn le lui faire parvenir et excuser la peine que je vous iais. Yotre 
bont^ envers moi et voire gen^rosite sont telles, que je ne sais vous en 
rendre de graces dignes. 

Peu de jours aprfes Tenvoi de ma derniere lellre, j'appris la Irisle 
nouvelle de la mort d'Abel. Notre Gouvernement Tavait appele a Berlin, 
mais Tappel ne I'a pas trouve parmi les vivants. L*esperance que j'avais 
conQue de le trouver a Berlin a ete si cruellement.degue. Les vastes 
problfemes qu'il s*etait proposes, d'etablir des criteres suQisants et ne- 
cessaires pour qu'une equation algebrique quelconque soit resoluble, 
pour qu'une integrale quelconque puisse etre exprimee en quantites 
tinies, son invention admirable de la propriete generate qui embrasse 
toutes les fonctions qui sont des integrates de fonctions algebriques 
quelconques, etc., etc.> marquent un genre de questions tout a fait 
particulier, et que personne avant lui n*a ose imaginer. II s'en est alle, 
mais il a laisse un grand exemple. 

Je vous rends mille graces de votre second Supplement, qui avait 
fait le grand detour par Koenigsberg. Les demonstrations differentes 
de celles que vous trouverez dans mon petit Ouvrage et les developpe- 
ments que. vous avez ajoutes k plusieurs points importants me Tont 
rendu fort interessant. Quant au calcul numerique des Integrales ellip- 
tiques de troisifeme espbce k parametre circulaire, je vous demande 
pardon d*avoir fait naitre en vous une esperance qui n'a pas ete realisee 
depuis. Cependant je crois que vous n'avez pas a regretter trop Tin- 
convenient que ces fonctions ne peuvent ^tre reduites en tables h double 
entree. Les moyens que vous avez indiques pour leur evaluation dans 
le second Supplement sont tels, qu'on doit considerer ce&fonctions tout 
a fait comme des quantites finies. Je crois m^me qu*au moyen de quel- 
ques tables a simple entree on pent faciliter tellement leur calcul, que 
la peine de les calculer au moyen de mes series devienne plus petite 
que celle qu*exige Vinterpolation dans une table h double entree. 

Ce qui regarde la demonstration que j'ai donn^e de mon theorfeme 1 
dans le Journal de At. Schumacher^ elle repose sur le theor^me qu' « etant 
» trouv^es trois fonctions entieres et rationnelles de x quelconques U, 
» V el T, lelles que 
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» on aura toujours, en meltant j= ^» 

dy dx 



» M designant une constante >; theoreme fondamental qui a ete prouve 
au commencement de ma demonstration, et dont il ne se trouve pas fait 
mention dans le premier Supplement. Dans mon Ouvrage, j'ai designe 
ce theoreme sous le nom de principe de la transformation des FoncUons 
Elliptiques. En efTet, ce principe suiFit pour qu'on puisse etablir la 
theorie generate de la transformation, en reduisant cette derniere a un 
probleme algehrique qu'on pent toujours resoudre, les constantes in- 
determinees etant en nombre sufiisant pour remplir les conditions du 
probleme. Pour completer ma demonstration, telle qu'elle se trouve 
dans le premier Supplement, il sufBra d'ajouter en peu de mots la de- 
monstration du theoreme mentionne. La double substitution vous four- 
nissant les valeurs de U±V, U±XV resolues en facteurs, et lelles 
qu'on a 

U-f- V-:ir(i-f-a:)B% U H- XV = (i -f- )t^)D% 

A, B, C, D elanl des fonctions entieres, tout se trouvera prouve rigou- 
reusement. Abel s'est servi du meme principe, de sorte que nos de- 
monstrations sont au fond les memes. Vous etes le premier. Monsieur, 
qui avez montre qu'on peut s'en passer, en effectuant la substitution 
elle-meme au moyen de la resolution en fractions simples. Aussi je n'ai 
pas tarde a exposer dans mon Ouvrage cette demonstration, qui vOus est 
propre et qui donne une excellente verification. A present, je suis en 
possession d'uu nombre assez grand de demonstrations differentes. Je 
remarque, a cette occasion, que le merite principal d'Abel, dans la 
theorie de la Transformation, consiste dans sa demonstration que nos 
formules embrassent toutes les substitutions algebriques possibles^ ce qui 
donne un haul degre de perfection a cette theorie. 

Vous vous plaignez des infirmites de votre age. Ah! Monsieur, ces 
excellenls Supplements que vous venez de composer, en partant de quel- 
ques legeres notices que j'avais donnees sans demonstration, montrent 
que c'est encore la vigueur et I'energie de la jeunesse qui vous animent, 



SUR LA THEORIE DBS FONCTIONS ELLIPTIQUES. l6g 

et font concevoir I'esperance que le Ciel conservcra encore longtemps 
une vie aussi chere. 

Mes parents m'ont prie de vous faire leurs civilites et vous rendent 
graces des bontes que vous avez bien voulu avoir pour moi. Soyez as- 
sure, Monsieur, que je n'oublierai jamais ces bontes, et que je suis avec 

le respect le plus profond 

Votre tout devoue, 



C.-G.-J. Jacobi. 



Je ne retournerai a Koenisberg que cet hiver. 



Francfort, le 19 avril 1829. 

Monsieur, 

Dans un voyage que j'ai entrepris en Allemagne, etant arrive pres 
des rivages du Rhin, je ne puis resister au desir de vous voir k Paris. J'y 
partirai done dans quelques jours pour y passer plusieurs semaines. Je 
ne saurais mieux profiter de la permission que le Gouvernement m'a 
voulu accorder pour ce semestre pour pouvoir jouir d'une recreation de 
mes etudes. Je brule du desir de voir Thomme auquel je suis le plus re- 
devable des bontes qu'il a voulu avoir pour moi, et de lui temoigner 
tous les sentiments que peuvent inspirer Tadmiration et la reconnais- 
sance. 

Comme j'ecris ceci en hate, je ne puis repondre que quelques mot6 
aux reponses que vous m'avez faites dans votre derniere lettre, et pour 
lesquellesje vous rends grace mieux encore que pour les 6loges que 
vous m'avez prodigues et que j*ai si peu merites. II me fallait absolu- 
ment une denomination pour les fonctions sin. am., cos. am., etc., 
dont les proprietes repondent parfaitement a celles des fonctions sin., 
COS. dites circulaires. D'un autre cdte, Tapplication importante qu'on 
fait de la theorie des Fonctions Elliptiques au Calcul integral rendait 
necessaires les distinctions et les denominations que vous avez intro- 
duites dans I'Analyse, et qui ont ete accueillies par tous les Geometres. 
J'ai done trouve convenable d'appeler les integrales auxquelles vous 

Annalcs scientifiquei de VEcote NormaU supifrienre. Tome VI. 22 
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(loDnez le nom de FoncUons ElUpUques de la premiire^ seconde^ troisieme 
espece^ Intdgrcdes ElUptiques de la premiire^ seconder troisieme espece^ et 
d'etendre ou d'altribuer de preference la denominatioD de Fonctions 
ElUptiques aux sin. am*, cos. am. A am., anatogiquement comma oa 
nomme Fonctions Circulaires les sinus, cosinus, etc. Si cela vous deplaiU 
toute autre denomination me sera agreable. Dans tons les cas, je crois 
que nous deviendrons aisement d'accord sur cet objet. 

Votre tout devoue serviteur, 

C.-G.-J. Jacobi. 



Koenisberg, le 3 juillet i83o. 

Monsieur, 

Je vous prie de vouloir bien m'excuscr de ne vous avoir pas plus tot 
donne des nouvelles de moi, car c'aurait du etre pour moi un devoir 
que de vous rendre grace des bontes que vous m*avez eues pendant mon 
sejour a Paris et de vous dire que je compte le temps que vous m*avez 
permis de passer avec vous parmi les moments les plus heureux de ma 
vie. Les distractions d'un long voyage et d'autres circonstances ayant 
interrompu le coursde mes travaux, je n'ai su reprendre sitot le 61 de 
mes recherches ordinaires; et j'etais trop accoutume k vous parler ma- 
thematiques et a vous raconter quelque chose de nouveau qui pouvait 
meriter votre indulgence pour remplir une lettre avec les seuls senti- 
ments dema reconnaissance. Mais, apres avoir rcQU le cadeau pr^cieux 
que vous venez de me faire par I'envoi de la troisieme edition de votre 
Ouvrage sur les Nombres, je ne veux pousser plus loin un delai peu 
excusable. La partie la plus grande du tome II de votre Ouvrage ^tant 
entierement nouvelle, j'ai eu occasion d'y admirer de nouveau cette 
rigueur d'esprit qui faitvaincre les difficultes et surpasser, mSme dans 
un age avance, les efforts des jeunes G^ometres auxquels votre vie glo- 
rieusement sacree aux progres de la science sera pour toujours un mo- 
dele d'emulation. J'ai vu aussi avec plaisir que vous avez voulu profiler 
de ma remarque relative a la loi de Reciprocity. J avais espere de trouver 
dans I'exemplaire que vous m'avez adresse quelques lignes de votre 
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main qui me parlaient de vous et de la sante de W^^ Legendre; mais je 
Tai feuillete inutilement et me voilk puni pour ma negligence assezse- 
verement. 

Pour ne pas laisser cette Icttre sans les signes de calcul, je vais vous 

faire une observalion relative a Tequation 4 ( — zr) ^ ^^ ^ ^^*- ^^"^ 

n — I 

* „^__ 

Irouver Y, voire Ouvrage donne la regie de d^velopper i{x — i) ' et 
de remplacer les eoeflicients par le^plus petits residus qu'ils laissent 
etant divises par n. Cette regie, qui se trouve deja dans la seconde edi- 
tion, n*est cependant juste que pour des nombres premiers peu grands. 
Les valeurs exactes de Y et de Z sont donn^es dans chaque cas par les 
formules connues qui expriment les eoeflicients d'une equation au 
moyen des sommes des puissances de ses racines, sommes qui, dans 

notre cas, sont ou ou C est ainsiqu on trouve, 

qu'etant pose 

^-_;.V > ) \z=inx~^ -^a^x » -^-a^x ' -4-..., 

la rfegle est exacte pour les trois premiers coefficients a,, aj, a,, mais 
qu'elle cesse de I'etre pour les suivants des que n surpasse une certaine 

limite, de sorte que les coefficients de Y et de Z peuvent surpasser - n 

et meme n et les puissances de n. Soit par exemple n de Tune des 
qua tre- formes: 

/ V / / X ('* — i)(/t — io5) 

(i) i^\k-\-\^ onauraa4 = (i) — -f- /i, 



(2) a4i^-^5, (a) 



92 

(/t--5)(n — ai) 
192 



9 



(3) 24/uH-i3, (3) -i '-^ i, 

192 

(4) 24f*-+-«7» (4) *-^ '» 

expressions qui pour de grands n sont de Tordre — et peuvent sur- 
passer n de beaucoup. 

G^neralement on trouve que, pour de grands /i, a^^ et a^m-^^ sont 

22. 
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(le Tordre 3-7-F \j) * P^^^t-etre vous jugerez convenable de faire 

une addition de quelques lignes a voire Ouvrage pour limiter I'enonce 
de.la regie mentionnee. 

J'ai lu avee plaisir le Rapport de M. Poisson sur nion Ouvrage» et je 
crois pouvoir en etre tr^s-content; il me parait avoir trfes-bien pr^sente 
lesdeux transformations, qui, etant jointesentre elles, conduisent a la 
multiplicalion des Fonclions Elliptiques, en quoi il a ete guide sensi- 
biement par vos Supplements. MaisM. Poisson n*aurait pas du repro- 
duire dans son Rapport une phrase peu adroile de feu M. Fourier, ou 
ce dernier nous fait des reproches, a Abel et k moi, de ne nous pas 
etre occupes de preference du mouvement de la Chaleur. 11 est vrai qne 
M. Fourier avait Topinion que le but principal des math^matiques 
etait Tutilite publique et Texplication des phcnomfenes naturels; mais 
un philosophe comme lui aurait du savoir que le but unique de la science, 
c'est I'honneurde Tesprit humain, et que sous ce titre, une question 
des nombres vaut autant qu*une question du systemedu monde. Quoi 
qu'il en soit on doit vivement regretter que M. Fourier n*ait pu achever 
son Ouvrage sur les equations, et de tels hommes sont (rop rares au- 
jourd'hui, meme en France, pour qu'il soit facile de les remplacer. 

En ce qui regarde mes propres occupations, j'ai entrepris un bon 
nombre de recherches sur differentes matiferes et que je voudrais avoir 

fmies avant de retourner aux Fonctions Elliptiques et aux transcendants 

/dx 
— 

Je crois entrevoir k present que tons ces transcendants jouisscnt d€s 
proprietes admirables et inattendues auxquelles on pent etre conduit 
par le theoreme d'Abel qui ^tablit une relation entre plusieurs de ces 
transcendants qui repondent k differentes valeurs de x. J'ai reflechi aussi 
de temps en temps sur une methode nouvelle de traitor les perturba- 
tions celestes, methodes dans lesquelles doivent entrer les theories nou- 
velles des Fonctions Elliptiques. 

Je vous prie, Monsieur, de me rappeler a la m^moire de M"** Le- 
gendre, qui a voulu participer avec tant de bienveillance aux bontes 
que vous m'avez cues; je vous prie en meme temps de faire mes civi- 
lites k M'*^ Sophie Germain, dont je me felicite d'avoir fait la connais- 



SUR LA THEORIE DES FOE^TCTIONS ELLIPTIQUES. 1 7* 

sance, et de me dire des nouvelles de sa sante, si vous daignez me re- 
pondre. 

Agr6ez, Monsieur, les assurances de mon entier devouement. 

Votre Ires-humble serviteur, 

C.-G.-J. Jacobi. 



Koenisberg, ce 37 mai i83a. 

Monsieur, 

Je ne sais comment excuser le long intervalle de temps qui s'est 
ecoul^ sans que je vous ai donne quelque temoignage de mon de- 
vouement, et sans que je vous aie rendu compte de mes travaux, comme 
j*avais coutume d'apres votre permission bienveillante dans le premier 
temps oil je m'occupais des Fonctions Elliptiques. J'aurais bien voulu 
pouvoir vous avertir de Tachevement de quelque ouvrage plus etendu, 
mais pendant tout ce temps-ci je n'ai pu regagner ni le gout ni Tenergie 
de jadis. Ce n*auraient ete que des ouvrages commences ou meme seu- 
lement projetes dont j'aurais pu faire mention k vous, qui ne cessez de 
publier des ouvrages egalement distingucs par leur etendue et par leur 
riche teneur, et cela presque dans Tage ou se trouvait Oughtred lorsque 
Wallis lui dedia son Arithmetica Infinitorum. J*ai lu le troisi&me Sup- 
plement qui finit le troisieme volume de votre grand Ouvrage sur les 
Fonctions Elliptiques k Postdam oil je me suis rendu pour voir mon 
pere malade, qui mourut huit jours apres mon arrivee, k I'age pas meme 
accompli de cinquante-neuf ans. Je lui devais la reconnaissance la plus 
haute. Ce furent ses assistances liberates qui m'ont mis en etat de me 
vouer entiferement aux sciences, et I'etendue de mes obligations envers 
lui me rendit ce triste evenement plus amer encore. Dans ce temps d'une 
douleur profonde, Monsieur, c'etait I'etude de votre Ouvrage, qui m'a 
ete communique par M. Crelle, qui fit mon soulagement et en quelque 
sorte ma consolation. Dans une annonce que j'en ai faite a la fin du 
huitifeme volume de M. Crelle, j'ai cherch^ k rclever les merites impe- 
rissables du G^ometre qui, outre les decouvertes nombreuses et impor- 
tantes dont il a enrichi la science, est parvenu a Fonder deux disciplines 
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gramles et etendues par les travaux glorieux de sa vie, lesquelles for* 
meront desormais Va et To de toute etude mathematique. J'ai profile 
en meme temps de cette occasion pour parler d*Abel et de son grand 
theoreme, que vousavez encore le merite d'avoir approfondi le premier, 
ct d'avoir montre a la post^rit^ que son developpement est la grande 
taclie qui lui reste k remplir. 

Les li mites d'une lettre ne pcrmettent pas de vous parler de mes tra- 
vaux sur les Perturbations celestes. En attendant j'ai eprouve moi-meme 
des perturbations pas moins celestes et qui ont fini par un mariage heu- 
reux. L'interSt que vous avez bien voulu me temoigner me fait eroire 
que vous prendrez quelque part a ce qui fait le bonbeur et le charme 
de ma vie. Depuis les buit mois de mon mariage j'ai repris mes occu- 
pations ordinaires avec un zele redouble, et j'espere que les ann^es 
suivantes me dedommageront en quelque sorte du peu de fruit que 
m'ont porte les trois precedentes. Je ne veux vous dire que deux mots 
d'un nouveau resultat obtenu par mes rechercbes sur les Nombres, a la 
publication desquelles je n'ai encore pu parvenir: c'est la resolution 
tri genome trique duprohleme de Pell. En effet j*exprime g^neralement par 

<!0S et sin deux nombres entiers xeiy tels que x^ — ay^ = i . 

J'ai trouve meme une generalisation du probleme de Pell qui me pa- 
rait etre tres-remarquable et qui se rapporte au cas oil a est le produit de 
deux ou de plusieurs facteurs. En effet supposons que a soil le produit 
des deux facteurs b et c, on pent d'une infinite de maniferes trouver 
quatre nombres entiers u, v, Wy x tels, que le produit des quatre fac- 
teurs 

X [u — vs/S-^ w>jc — x\l'Sc) [u— v)fb — w^'\- x\fbc)f 

suit egal a Tunite. On donne aisement a ce produit les trois formes : 
y^ — bz^, y'^ — cz'^, y"'^ — az"^\ done a etant = 6, on peut faire de- 
pendre les six nombres 7, z,y,z\f,z\ lesquelsdonnentj* — 62^=1, 
y^ — cz'^ = 1 , 7"* — az"^ = I , des quatre nombres plus simples u. v, 
w^ X, Vous voyez aisement comment cela.doit etre etendu au cas oil a 
est le produit d*un nombre quelconque de facteurs. Dans tous les cas, 
je donne les nombres a, v,w,x,... par des formules generales et trigo- 



SUR L\ THEORIE OES FOiVCTIONS ELLIPTIQUES. 175 

uomelriques. Si vous le jugez coavenable, et s'il ne vous fait pas de 
peine en aucune sorte, vous pourriez cominuniquer a I'Academie des 
Sciences la Notice que je vicns de vous donner sur cette nouvelle ma- 
niere de r^soudre le fameux probleme de Pell. Je remarque en outre 
qu'il doit exister des algorithmes, analoguesaux fractions continues, qui 
pourront servir ^ trouver les nombres a, ^, w, x et leurs analogues dans 
le cas d*un plus grand nombre de facteurs de a, et je crois que la re- 
cherche de ces algorithmes sera une chose de quelque importance pour 
la science des Nombres. 

Les Fonctions Elliptiques et la science des Nombres nc devraient pas 
manquer a I'avenir dans les leQons donnees aux eleves de TEcole Poly- 
technique, si Ton veut que ces lemons soient conformes aux progres du 
temps. Quant a moi, je donne des leQons regulieres sur ces belles theo- 
ries et je vois avec plaisir les eleves de notre Universite s*emparer avec 
empressement de ces matieres. Vous verrez plusieurs fruits de leurs tra- 
vaux dans les volumes suivants du Journal deM. Crelle. Ce sont encore, 
Monsieur, les fruits de vos travaux que ces branches de la science, jadis 
peu connues, vont devenir la possession commune des Geometres. 

De mon retour k Koenigsberg, j'y trouvais votre bel Ouvrage dont 
votre bonte a bien voulu me gratifier, et je m'empresse de vous dire 
mes remerciments de ce que votre generosite Ta voulu emporter sur 
ma negligence. Ajoutez, Monsieur, a cette generosite quelques lignes 
de votre main, qui m'ont toujours ete si precieuses et qui pourront me 
donner Tassurance de ce que vous n'etes pas fache de moi. 

Je vous prie. Monsieur, de recommander Marie Jacobi aux bonnes 
graces de M"^' Legendre, et de vouloir bien agreer les assurances de mon 
d^vouement le plus parfait. 

Votre serviteur tres-humble, 

C.-G.-J. Jacobi. 



SUR UN 



PROBLEME DE CALCllL INTEGRAL, 



Par M. J.-A. SERRET, 



MEMBRE DE l'iNSTITUT. 



I. 

Un savant anglais, M. Crofton, a communique, il y a quelque temps, 
a TAcademie un th6oreme de calcul integral qui n'a pas manque de 
fixer Tattention des geometres, tant a cause de Telegance du resultat 
obtenu que de la methode singuliere et ingenieuse dont Tauteur a fait 
usage pour Tetablir. Voici en quels termes M. Crofton a enonce son 
th core me : 

« SoU un contour convexe de forme quekonque^ dont la longueur to- 
tals est L, et qui renferme un espace Q ; si Von appelle 6 r angle des deux 
tangentes mendes d'un point exterieur [x, y) a ce contour , on aura r in- 
tegral 



ff^ 



(6 — sine)rfard>-= i L»-- ttQ 



pourtoute la surface du plan, exterieure au contour (*). » a? et j desi- 
gnent, hien entendu, des coordonnees reclangulaires. 

II est tres-remarquable que ce theoreme subsiste lorsquo le contour 
convexe L, au lieu d'etre une courbe continue, est forme de parlies 
droites ou courbes faisant entre elles des angles quelconques. L'angle 6 



(*) CnmpU's rendus ties seariccs de V Academic des Sciences, t. LXV, p. 994. 

Annales scientifiques de VEcole Normale superieure. Tome VI. ^3 
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est toujours celui sous lequel le contour L est vu du point dont les coor- 
(lonnees rectangulaires sont x et y\ mais les droites circonscrivantes 
qui en sont les cotes ne sont plus necessairement des tangentes, et elles 
peuvent pivoter autour des divers sommets du contour. 

II est evident que, pour etablir la formule de M. Crofton dans toute 
sa gen^ralite» il sufBt de se borner au cas oil le contour L est un poly- 
gone rectiligne convexe d'un nombre quelcouque n de cotes; la de- 
monstration pent 6tre alors presentee d'une maniere tr^s-simple, comme 
il suit. 

L'origine des coordonnees etant placee a Tinterieur du polygone, soit 
ci> Tangle forme par le rayon vecteur du contour L avec la direction des 
abscisses positives. Nous supposerons que cet angle croisse lorsque le 
rayon vecteur se meut en s'elevant de I'axe des x vers Taxe des j', et 
nous representerons par Ao» Ai,..., A„_| les sommets du polygone 
dans I'ordre oil ils sont rencontres, chaque indice pouvant 6tre, si Ton 
veut, augmente de n\ nous designerons par u/., la valeur de c*), lorsque 
le rayon vecteur est perpendiculaire au cote A,«, A,-. 

Posons 

(1) \z=^ C C(9-sin6)dxdx, 

et designons par \ij la partie de Tintegrale Y qui repond au cas oil les 
droites circonscrivantes ne font que pivoter autour des sommets respec- 
tifs A/, Ay. Soient a, j3 les valeurs que prend w quand le rayon vecteur 
du contour est perpendiculaire k ces droites; les variables a, fi seront 
liees aux coordonnees x,y par les Equations 



(^) 



et si Ton fait 



(3) 



(Xi — a:)cos« H- (/,— j)sina = o, 
(xj ~ ^) cos(3 -4- (rj — r) sin|3 = o, 



A.v = (^1 —•^y ) cos a •+- ( j,- — Xj) sin a, 
%,i = i^j — ^1) cos (3 -h (ry — //) sinp, 



on aura, par les formules (2), 



dJ^ doi doc d^ sin»(P — a)' 
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d'ou il suit que* dans le systeme des variables ol, /3, releinent superfi- 

ciel est represente par 

\ B 



sin'((3 — a) 

kij et B/,, sont des quantites positives, et si Ton pose 

(4) (3-a:=7r-0, 



on aura 



(5) V,v =JJL-^ A.vB,, dec </|3; 

Tintegration doit s'etendre aux valeurs de a, |3 respectivement com- 
prises entre w,__, et w/, wy_, et Goy. Nous supposoasy > i; Tangle 6, defini 
par la formule (4)» est toujours compris entre les limites — tt et -h tt. 
Les integrations relatives ka et a |3 s'ex^cutent trfes-simplement, par 
le moyen des relations 

fix ■ 
By.,^A,vcos0-^sin0, 

(6) { ''^ 

d'B 

^i.j = By., ros B 4- ^' sin 0, 

et 

( 7 ) I>iV sin' = Ai\ - 2 Ai J By,,- cos -4- B/.i 

qui resultent des formules (3) ; D,,/ designe la distance des sommets A^, 
Ay du polygoneL. Posons, pour abreger Tecriture, 

(8) C-)=:iri0g{, + C0Se)-^], 

2L ° sill 9 J 

et 

(9 ) /./•(«. P ) = ( A.'., + Til) &+'- A/v By.' s4e "^ ( ~ ^'-^ "'■• -^ I •*••' *=**^^) ' 
on trouvc aisement que Ton a 

G-sine. _ _ d\f,.i(a,^) 
sin'0 ^'V ">•'•- rf^rtp ' 

23. 
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et, par consequent, la formule (5) donnera 

Si i'on attribue kj les valeurs i-+- i, « -i- a,..., e-h /i — i, puis a i les 
valeurs o, i, a»..., (/i — i), et que Ton ajoute ensemble toutes les va- 
leurs de \ij ainsi obtenues, il est evident que Ton formera le double 2 V 
de I'integrale a evaluer, car chaque point du plan aura 6te rencontre 
deux fois. Soit U(i,v 1st partie de cette somme sV qui depend des angles 
Wji., ci)v, la valeur de U,i,v se deduira de celle de Yq en donnant h ijj les 
valeurs jm, v dansle premier terme du second membre de la formule (8); 
fjL, V -h I , dans le deuxieme terme; |x -+- 1 , v dans le troisi^me, et jun- 1 , 
V + I dans le quatrieme. On a done 

(' U,A,v=y*n,v(Ci>,4, Wv) /|i*>H-l(Wn> Wv) yjn-l.v(Wti> Wv) -f-/In.|^v4-l{W^, Wv ), 

ce qui, a cause de la formule (9), se reduit k 

(12) I ^H^'^ = f.( •^'^ ""•*'*+' JfJ'j* ""^i-*-) ■" (^i^ — -^M-Otrv ~r^4..)] ^ "^ ^^^ "" ^- 

D'apres cela, on obtiendra Fint^grale aV en faisant la somme de 
toutes les valeurs que prend U(i.,vquand on donne k chacun des indices 
fXjV toutes les valeurs o, i, 2,..., (n — i), avec la precaution d*ajouter 
2 7r k oi)v lorsque v est inferieur k fx. On a ainsi, apr^s la suppression des 
termes qui se detruisent, 

I V = — ^ \ [(^v — :rv+. )(7^ — 7,.^,) — (x^ — jr^+, )(/. — jvH-. )] 
(.3) I ^^ 

Dans la premiere partie de cette expression , Tindice v doit etre infe- 
rieur a fx, mais dans la seconde partie chaque indice doit recevoir les 
valeurs o, i, 2,..., (n — i). On voit que cette seconde partie est egale a 

- L^ et la premiere partie, qui se reduit k 



2 ^ V*^!*/!*-*-' "^|»-»-lJ^|*)» 
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est egale au produit de — n par Taire O du polygone. On a done 
(,4) V:--^L'-7:i2. 

II. 

M. Crofton a ete conduit a la tbrmule que nous venons d'etablir, par 
des considerations tirees du Calculdes Probabilites . Le Memoire de I'ha- 
bile Geometre publie dans les Transactions philosopkiques de la Societe 
Royale de Londres renferme plusieurs autres resultats inleressants pour 
leCalcul integral, et I'Auleur en a uUerieurementobtenu de nouveaux. 
Dans une Lettre recente communiquee a I'Academie (*), M. Croflon fait 
connaitre en effet le theoreme suivant, remarquable par sa generalite. 

Soil un contour convexe de forme quelconque qui renferme un espace i> ; 
si I' on appelle C la corde qui joint deux points de contour ^ p la distance de 
cette corde a un point fixe 0^ et r angle forme par la direction de la 
droite p avec une direction fixe Ox, on aura 



C Codp(lQ^Zil\ 



r integration s'etendant a toutes les valeurs de p et de B qui donnent une 
corde reelle C. 

On peut demontrer ce nouveau theoreme par une analyse analogue 
a celle dont nous venons de faire usage. II suffit encore ici de consi- 
derer le cas oil le contour donne est un polygone rectiligne convexe 
d'un nombre quelconque n de cotes; nous designerons, comme plus 
haut, par Aq, Aj,..., A,i_, les n sommets dans I'ordre oil ils sont ren- 
contres par un point mobile qui decrirait le contour en se mouvant tou- 
jours dans le meme sens, chaque indice pouvant etre, si Ton veut, aug- 
mente de n. 

Posons 

(i) , y^^ffodpde. 



(*) Comptes rendus des seances de VAcademie des Sciences, t. LXVIII, p. 1469. 
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el designons par \ij la partie de cette int^graie qui repond au cas oil 
les extremites I, J de la corde C ne se meuvent que sur les cotes res- 
pectifs A| A|>|, AyAy+, du polygone donne. Soient r ei s les rapports 

T — ^1 -7 — 7- qui varient entre les limites o et i; nous prendrons ces 

A,.4., A,- Ay+i Ay ^ * 

rapports pour variables au lieu depet Q. Alors, en repr^sentant par x^^ 
y^, les coordonnees du sommet A^, relativement a deux axes rectangu- 
laires menes par le point fixe et dont I'un, celui des x^ coincide avec 
la direction donnee Oa?, on aura 



(2) 
et 

(3) 



( p = [xi -+- [Xi^^ — a:i)r] COS 9 -4- [fi -*- (/,+, — 7.)r] sin 6, 
} p = [xj-h{xj^, — xj)s] COS0 -+- LT; -^ (ry+i — 7;)*] sin0, 



Csin 6 =-h [xi-h (jr,4.,— Xi)r] — [xj-h {xj^t— xj)s], 

C COS0 =z - [rt -h (ri>. — Xi )^] -*- [Tj ^- iXj-^^ —Xj )^]- 
De ces formules, on lire 

en faisant, pour abreger I'ecriture, 

/ G = {xj - Xi){xj^, —Xj) - (ry - r.)(^y-+-. — ^/), 

(4) I tl={xi—xj){xi+,-'ri)-{Xi—Xj){^i'*^ — ^ih 

( K = {xj^, — xj)(Xi+t—Xi) — ixj+^ — Xj) i^i-^^ — -^O; 

on a done 

(5) \ij= r f (G-hKr)(H--K5)rfrrf5 = l(2G-+-K)(2H~K). 

II est evident que si Ton donne a chacun des indices i, j\ les valeurs 
o, I, a,..., (/I — i) et qu'on ajoute toutes les valeurs de V/y, on ob- 
tiendra le double 2y de Tintegrale ^ ^valuer; on a done 

(6) V = ^y(2G-+-K){2H-K). 
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Mais 

(^ ) < 

et il suffit de multiplier chacun des trois teriues de la premiere expres- 
sion par le terme correspondant de la seconde ; effectivement les valeurs 
que prend le produit de deux termes non correspondants des for- 
mules (7),quaDd on donne a/ et ay toutesleurs valeurs, ont pour somme 
zero. Chacune des expressions 

etant egale au double de Taire ii du polygone donne, on a 
(8) V=:=3i2». 



NOTE 



SUR LES 



SERIES DE TERMES POSITIFS, 



Par M. BAILLAUD. 

ELEVE DE l'^COLE NOBMALE. 



L*objet de cette Note est Tetude des series de termes positifs. Bieii 
que ces series n'aientqu'une importance secondaire, qd s'est beaucoup 
occupe des conditions de leur convergence, et on est parvenu a plu- 
sieurs regies de formes tres-diff^rentes. Peut-etre sera-ce faire une chose 
utile* que de montrer comment ces regies sont liees les unes aux autres 
et peuvent toutes etre rattache^s a un meme principe. 

Cauchy a fait connaitre le caractere general de convergence. 

c La serie de termes positifs 

"•> '^i» ''i> • • • > "«» • • • > 

dans laquelle a„ va en decroissant quand n croit de a a ac , est conver- 
gente ou divergente selon que Tint^grale 



X 



•QC 

Un (in 



est finie ou infinie. » 

Cette rfegle est raremenl applicable; en dehors des cas d'integrabilite 
on sait pen de chose sur ce que devient une integrale definie quand 
Tune des limites croit ind^finiment. II semble plus ais^ de chercher des 

Annates scientifiques de I'Ecolc Normah sup^rieure. Tome VI. 24 
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regies qui permeltent de decider, dans le plus grand nombre des cas, 
si une serie de termes positifs est convergente ou divergente, et de ra- 
mener la recherche de la convergence des integrates definies a celle de 
la convergence desseries, au moyen du theorfeme de Cauchy. D'ailleurst 
dans les applications on n'eprouve jamais de difficultes pour reconnaitre 
si une integrate definie, dont tons les elements sont positifs, reste finie 
quand Tune des limites croit indefiniment. Nous reviendrons plus loin 
sur ce sujet. 

Une serie est convergente quand le rapport d'un terme au precedent 
a une limite moindre que i ; elle est divergente si cette limite est plus 
grande que i , ou si elle est egale a i, mais que le rapport soit toujours 
plus grand que i. Cette regie, qui est la plus simple de toutes, est rare- 
ment applicable; le plus souvent, le rapport d'un terme au precedent 
a pour limite I'unite, et oscille autour de cette limite ou lui est toujours 
inferieur. 

Cauchy donna une regie applicable dans ce cas; un peu plus tard, 
M. Augustus de Morgan, dans son Traiti de calcul integral, publia une 
serie de regies applicables dans le cas douteux. M. Dubamel el M. Raabe 
parvinrent, chacun de leurcdte, k une regie qui differe beaucoup par la 
Forme de celles de M. de Morgan. M. Bertrand, dans un Memoire in- 
sere au septifeme volume du Journal de M. Liomille^ reprit la regie 
donnee par Cauchy et celle qu'avaient fait connaitrQ, M. Duhamel et 
M. Raabe, et en d^duisit deux series de regies de formes tres-differentes. 
On avait ainsi trois series de regies, dans chacune desquelles une r^gle 
pent etre applicable pr^cisement quand les precedentes n*ont pas et^ 
suflisantes. M. Bertrand montra en outre que ces trois series de regies 
n'en forment qu'une, en ee sens que les quantites dont depend 
dans chacune d'elles la convergence d'une serie ont memes limites, de 
sorte que si Tune d'elles permet de resoudre la question, les autres le 
permettent egalement. 

L'annee suivante, M. Bonnet donna d'autres regies publiees aussi 
dans le Journal de Mathimatiques et qui reviennent encore aux prece- 
dentes. 

Bien que ces regies soient les memes au fond, elles ont toutes leur uti- 
lite propre, parce que, selon les cas, Tune ou Tautre pourra etre plus 
facilement appliquee. 
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Dans ce qui va suivre, on a en vue de deniontrer ces regies par une 
methode uniforme, qui conduira a un theoreme dont Tapplication est 
quelquefois tres-rapide, mais qui ne devra etre employe qu'avec reserve, 
k cause de Tincertitude qui regne sur les conditions de son exactitude. 
Ce theoreme, sous la forme la plus generate qu'on lui donnera, devra etre 
regard^ plutot comme un resultat philosopbique propre a montrer la 
portee des r^les que Ton a indiqu^es plus haut, que comme une regie 
pratique propre a demontrer la convergence des series. 

Des que Ton s'occupa de la convergence des series, on dut remarquer 
que, pour qu'une serie soit convergente, il faut que nu,j tende vers o 
quand n croit indefiniment. Mais cette condition n*ost pas sufTisante; 
ainsi la serie dont le terme general est 



I 

nfn 



est divergente: cela resulte du caractere general donne par Cauehy, 
car cette expression toujours decroissante est la derivee de 



Un 

qui est infini avec n. II en resulte que pour qu'une serie soit conver- 
gente il faut que 

n In Un 

lende vers zero avec-- Mais cette condition n'esl pas non plus sufTi- 
sante. 



La serie qui a pour terme general 



ninllniiln. . . 

est divergente, car cette expression est la derivee de 

////. . . n 
qui est infini avec n. Done pour qu'une serie soit convergentc il faut que 

nlnilnllln, . .Un 

tende vers zero quand /icroit indefiniment. Cette condition, d'ailleurs, 

n'est pas sufTisante. 

a4. 
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Mais Abel a monire qu'il faut renoncer a chercherun caract^re absolu 
(le ce genre; il a en eflet etabli le th^oreme suivant : 

< // nexiste aucune fonctipn ^{n) telle que toute sirie de termes posilifs 
soil comer gente quand (p{n)u„ tend vers zSro et diver gente dans le cas 
contraire. » 

La demonstration donnee par Tillustre auteur est trop connue pour 
qu'il soit utile de nous y arreter. 

€e que je me propose ici» c'est de montrer que, s'il est impossible de 
donner une r^gle de ce genre applicable dans tous les cas, on pent ce- 
pendant trouver une fonction (p{n) telle, que, dans tous les cas ou les 
regies deM. Bertrand et de M. Bonnet sont suffisantes pour d^montrer 
la convergence d'une serie, pour que cette serie soit convergente, il faut 

et il sufTit que f{n)un tende vers o avec -• 

Pour mieux faire comprendre Tesprit de la methode et la degager de 
calculs auxiliaires, je considererai d'abord un cas partieulier bien ce- 
lebre, dont Timportance est telle, qu'un examen special ne sera pas de- 
place. C'est d'ailleurs son etude qui m'a conduit aux d^veloppemenls 
ulterieurs: je veux parler de la regie de Gauss, que Tillustre geometre 
a demontree d'une faQon si Elegante, et dont M. Rouche a donne une 
demonstration tres-simple dans les l^oweUes Annates de Mathematiques . 

Je m'appuierai constamment sur deux lemmes bien connus que je vais 
enoncer. 

Lemme 1. — Soit P un produit d'un nombre infini de facteurs bi- 
nomes, de la forme 

0t,, a2,..., a;,,... etant des quantitesde meme signe. En suppo$ant que 
oLn tende vers o quand n croit indefiniment, la condition n^cessaire et 
sufBsante pour que le produit ne soit pas infini quand cun est positif, ne 
tende pas vers o quand a„ est negatif, est que la serie 

soit convergente. 
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Lemme II. — Le second lemme que j'emploierai est du a M. Kum- 
mer. 

Soit f{n) une fonction telle, que f{n)un tende vers o quand n croit 
indefiniinent, et que de plus Texpression 

a a 

soit positive quand n est tr^s-grand, a etant un nombre determine ar- 
bitraire; la serieui, Us,..., u„... est convergente. 

( Voir pour ces deux lemmes et pour le theoreme d'Abel, le Traite de 
Cakul dijfdrentiel de M. Bertrand.) 

Observons d'abord que les rapports — et t^"^'')'^'^' ont meme li- 
mite. II en resulte que : 



^ lim^' 
divergente; 



Si lim-^'>i, «, el nu„ croissenl indeflniment avec /i; la serie est done 



Si lim-^' <!, Un el nu^ lendenl vers o avec -; la s6rie est convergenie; 
Urn n D » 

Si iim -^ = I, il y a incertitude relativement a la convergence de la serie 

Un 

et a la limite de /ifi.. 



Regie de Gauss. 



Supposons que le rapport — puisse se mettre sous la forme 

X etant un nombre quelconque qu'on pent toujours supposer > i , f (n) 
et ^{n) etant des fonctions de n infiniment petites par rapport a n^, 
dont la difference (p{n) — i\i{n) est infiniment petite par rapport a n^"*, 
d'ordre determine si A = a. 
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Aloi\s 

Si A — a > o, les lermes croissent indeUniment; 

Si A — a -■-. o, les lermes onl une limiie finie differenie de o ; 

Si A — tf <Co, les termes tendent vers zero; 

Si A — rt -h I >> o, la serie est dlvergente el nun crotl indeAnimenl; 

Si A — a -h I =0, la serie esl divergenle el nUn a une limiie finie; 

Si A — « 4- 1 <o> la serie esl convergenie el nu^ lend vers zero. 



On a 



ifn^i __ ^ (A — a)n^-'4-9(/i) — ^(n) 



u„ /i*-+- «/i^"'' -+- ^(n) 



On a aussi idenliquement 






c*est-a-dire 



//„,,^. - //. 1^ . + - - -_-_.--—-_._ J . . . 

L (/n-A•j^-^-a(/l-^/0■^-•-^^^;(/^-4-A•) J' 

Si n est suffisaninient grand, les numeraleurs des seconds termes des 
facteurs dii second membre sonl tres-pelits par rapport aux denomina- 
teurs, et ces seconds termes onl tous le meme signe, qui estcelui de leur 
partie principale. Le iemme I pent done etre applique a ce produit, de 
sorte que si la serie dont le termc general est 

(A — a)n'-'-h <p (/i ) — ^ { n ) 

est couvergente, u„^f,^t a une limite finie. 

Si cette serie est divergenle et que ses termes soient positifs, u„+ff^^ 
croit indefmiment. 

Si cette serie est divergenle et que ses termes soient negatifs, m„+a^i 
tend vers zero. 
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Or ce terme general est egal a 

Quand n est tres-grand» la deuxifeme partie est infiniment petile par 
rapport a la premiere, qui est le terme general d'une serie divergente. 
Done 

Si A — a>^ o, Un+k^i croll indefinimeni; 

Si A — fl <[ o, M,-H*-»-i tend vers z^ro ; 

Si A -— a = o, les lermes de la sc5rie se reduiseni a ~^—-—^. .- ; . 

Posons 

9(n) - ^(n) = /i^-'-*{E H- e), 

A etanl positif. L'expression precedente devieut 

La deuxifeme partie est infiniment petite par rapport a la premiere, qui 
estle terme general d'une serie convergente. Done W;,^.|^+, a une limite 

finie differente de zero. 
Cela etant, on a 

(n -h i)m«4.i n^"^'-f-(A -+- i)n}-h /i<p(/i) -+- A/i^"' -+- ^(/t) 

En appliquant les resultats precedents, on voit que 

Si A -4- 1 — a>>o, nUn croll indefinimeni; 

Si A -hi — a=:o, nr^A a une limile flnie differenie de zero; 

Si A-f-i — a^o, nw„ lend vers zero. 

Appliquonsmaintenantlelemmellenprenant pour9(n)lenombre/i. 
L'expression 

— "n+i 
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est positive en meme temps que 



— I 



ou 

n^( a — A — I — a) -+- . . . 



(0 



«[n*-l- A/i^-'-+-9(/i)] 



Les termes qui ne sont pas ecrits au numerateur soot infiniment petits 
par rapport au premier. 
Si 

ce qui est le seul cas oil la serie proposee puisse etre convergente, puis- 
que c*est le seul oil nUn tende vers zero, on a 

a — A — I >o. 
On peut donner a a une valeur positive assez petite pour que 

a — A — I — a 

soit positif. 

11 en sera de meme de Texpression (i) pour /t = od . Done la serie 
proposee est convergente. 

Done pour que la serie proposee soit convergente, il faut et il suffit 
que A — a -f- 1 soit < o, et c'est le seul cas oil nun tende vers o. De 
sorte que toutes les fois que la regie de Gauss est applicable, pour que 
la serie proposee soit convergente, il faut et il suffit que nUn tende vers 
zero. 

Extension de la regie de Gauss. 

Je vais appliquer la meme methode a un cas plus etendu, qui sera 
compris, il est vrai, comme le precedent, dans les regies que j'exposerai 
ulterieurement; mais outre Finteret que ce cas peut presenter, je serai 
conduit a formuler une conclusion identique a la precedente, tandis 
que les regies que j'indiquerai plus loin sembleraient imposer de plus 
grandes restrictions. 

Je supposerai que pour des valeurs suffisamment grandes de n, le 
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rapport -^ puisse 6tre mis sous la forme 



X et ^ etant dcs nombres positifs tels que X soil > k, <p{n) etant infini- 
ment petit par rapport k n^, et (p{n) — ^{n) etant infiniment petit par 
rapport a n^"*, d'ordre determine si A = a. 11 y aura encore une restric- 
tion dans un cas particulier. 

Si A == I, on est dans le cas precedent: si j'avais pris tout d'abord 
cette forme, il eut fallu examiner a part Thypothese k = i, de sorte 
qu'il n'y a pas eu double emploi. 

Si*>i, on est encore dans le cas precedent; seulement A = o,a = o; 
done A — a -f- 1 = i; la serie proposee est done divergente, w« a une 
limite finie diflerenle de zero et nUn croit indefiniment. 

Supposons done ^ < i . 

Je vais appliquer la methode identiquement de la meme maniere. 

On a 

"-^^' - ""L n^'^an-'-^^^in) J 

Les seconds termes des facteurs du second membre sont de la forme 

A-q n*[y(n)-qy(/i)] - a{A — a)n'''^-- [A - a)^(n) 

La deuxieme partie est infiniment petite par rapport a la premiere, 
et comme ^ est < i, la serie dont celle-ci est le terme general est di- 
vergente. Done 

Si A ~ «> o, Un^k+i croll indeGniment; 

Si A — a < o, «„+*+, lend vers zero avec - ; 

n 

Si A — rt = o, le lerme precedent devienl 

9(/t) — 4;(/i) 



• • • • 



Posons 






E etant un nombre fini different de zero. 

Jnnales scirntifiques de VEcole Normale supen'eurc. Tome VI. 25 
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L'ex4)ression ci-dessus prend alors la forme 

E en'—E[an''-*-h^{n)] 
^M -+- n*-^*'[/i^-f-a/i^-*+^^(/i)]' 

La deuxienie partie est infioiment petite par rapport a la premiere 

Done 

Si A" -h /r' >> I, a«+i+i a une limiie finie ; 

a. , . ., . ^ ( E>o, M,+i+iCro!l indefinimenl; 

Si /f -h A' esl< I ou = I < „ ^ . j 

I E^o, 1/^4+1 tend vers zero. 

Cela etanty on a 

niin '" /i^-i 4_ an^'-*+' -4- nij/ (/i) 

En appliquant les resultats precedents, on voit que 

Si A — - a > o, nun croll indeOniment; 

Si A -- a < o, iiM„ lend vers zero; 

Si A — a = o, la quantit6 correspondante a cp( n) — ^J^ (n) est 



ou 
Done 



n^-4- n^-^'-*-*'(E H- e) 4- An^-*4- (p(n). 

Si A* -f- A' > I , WM. croll ind^finimeni; 

G- b u ^ < E>o, na„ croti indefinimeni; 
^ I E < o, nM« lend vers zero. 

IE-h I > o, nu^ croU indefinimeni; 
E -+- 1 << o, nu^ tend vers z6ro; 
E -f- 1 = o, celle expression devieni 

e/i^-+- An^--*-*- <p(/i). 

Si £ est infiniment petit d'ordrc determine, ou plus generalement si 

la serie dont le terme general est - est convergente, nUn a une limite 

finie. 

Pour que la serie soit convergente, il faul que nUn tende vers o; 
nous n'aurons done que trois cas k examiner. 



S(1R LES SEniES DE TERMES POSITIFS. IQ^ 

On a 






' [(rt — A)/i'^-*+'— n[9(/i)-vK/i)]-(i-f-a)(n^-f-Aw^-*-9(/0]. 



Si A — a< o, cette expression est positive quand n est tres-grand, 
pourvu que a soit positif; comme nUn tend vers o, la serie est eonver- 
genle. 

Si A — a = o avcc ^ -h X:' < i et E < o, Texpression devient 

les points remplaQant one quantite infiniment petite par rapport au 
preniier terme. 

Cette expression est positive si a est positive pour dc grandes valeurs 
de n. La serie est convergente. 

Si A — a = o avee A -h A' = i et E -+- 1 < o, Texpression devient 

* [/i^(— E— i-a)4-...]. 



Or — E — I est positif; on pent prendre a assez petit pour que 
— E — I — a le soit aussi. La serie est encore convergente. 

Et ces cas sont les seuls dans lesquels nUn teude vers o. Done dans 
tons les cas qui sont con)pris dans la forn)e que je viens d'etudier, pour 
que la serie soit convergente, il faut et il suffit que nUn tende vers o 
quand /i croit indefiniment. 

Comme application je consid^rerai la serie 






•v-f-a 



a^v-a (W — l) 

qui a ete examinee parM. Raabe, puis par M. Bertrand, dans Icurs Me- 
moires. 

II est bien clair qu'ello rentre dans le premier cas que je viens d'cxa- 

miner, puisque le binomef i ) pent toujours etre ordonne suivant 

^5. 
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les puissances ascendantes de-'Donc pour que la scrie soil conver- 
gente, il faut ct il suffit que nUn lende vers o. 



Or 



jr^W^l 



nUn 



(/l-l) 



tv -»- a 



Done 



Si a>i, la serie est convergenle; 
^. ^ ' M^i serie est divergenle. 



Regies de M. Duhamel el de M, Bertrand. 

Je vais considerer maintenant un cas beaucoup plus general que les 
precedents. 

M. Duhamel a demonlre la regie suivanle : 

Si dans une serie de termes positifs, le rapport d'un terme au pre- 
cedent pent se meUre sous la forme » a etant une quantite infini- 

ment petite telle que na ait une limite fmie k^ 

Si A* esl >i, la serie est divergenle; 
Si Ar est <!, la serie est convergenle. 

On s*assurera aisement que cette rfegle est comprise dans celle de Gauss, 
oil Ton suppose A — a different de o. II est inutile d'en reprendre la 
demonstration. 

M. Bertrand, prenant cette regie pour point de depart, a, comme je 
Tai dit, formule une serie de regies dontchacune s'applique quand les 
precedentes n'ont pas suffi. Demontrons d'abord la premiere, puis 
nous envisagerons la question de la maniere la plus generale. 

Si, dans Tapplication de la regie de M. Duhamel, limna = i, on 

meltra -^' sous la forme 

Un 



U„^i 


1 


Itn 


I , 

iH ha' 

n 



et 

Si lim nlna'^iy la serie est convergenle; 

Si Wm nlnod <^\, la serie est divergente. 
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J'applique la methode que j'ai exposec a Toccasion de la regie de 
Gauss. 
On a 



"«+*+! 






Les fractions du second membre sont toutes positives et tres-petites 
quand n est tres-grand. Elles forment uneserie dont le terme general 
est 







/ 


a' 




I 


I 


-f- 


a — 


n 




n} 


n 


14- 


I 
n 


4- 


> 
a' 



et comme a' est infmiment petit par rapport a -i la deuxieme partie 

est infiniment petite par rapport a la premiere, de sorle que cetteserie 
est divergente. 

Done ?/„+A+i tend vers o avec -• Cela etant, on a 

(n -+- i)/(/n- i)/Wi (/I -+-!)/( /I -f- 1) 



ninun 



/i/n( iH ha' I 



Or 



(/i-+-i)/(iH-i) = (/i-f-i) //I -+-/( i-f- -) 

= nln -+- //I -f-/i/( 14- -| -+-/( i-f-- j 



nln -+■ In -h n{ — 1 — -| H 1 — - 

n n^l n n^ 



D'oii 



(/t-t-i)/(n-4-i) I I 7j 



Yj etant infiniment petit avec-- 
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Done 




(n-i-i)/(w-h i)m„4.i n nln n\ 


n //I /i' 


iH ha 

n 


1 , 

H ha' 


1.1) narlip nrinrinalp. H11 HpiiYipnip fprmp ptant <y' 


. niinnil 



nln 
(liflere de i, ce second terme definit une seric divergente. 

Done 

Si lim n//ia'>i, /i//tii„ lend vers o; 

Si lim/i//i«'<!', /i/«Mfl croll indefininienl. 

Conime la serie dont le terme general est —p- est divergente, le pre- 
mier eas est le seul oil la proposee puisse elre convergente. 

Appliquons le lemme II en prenanl pour (f{n) le produit w//i. 

On a a eonsiderer Texpression 

nlnu„ (/I -h i)/(/i -h i) 

ou 

- nln iH ha' nln\ \-\ 1 ;- -h -4; — i , 

a L ^ J ^' L n nln n^ \ 

ou encore 

nlna! — \ ~ a m 
a a n^ 

Si liin/i/wa'> i, on pent donner a a une valeur assez petile pour que 
cette expression soit positive pour des valeurs suffisamment grandes 
de n; done la serie proposee est convergente. 

On voit que, quand cette regie permet de prononcer sur la conver- 
gence de la serie, pour que la serie soit convergente, il faut et il suffit 
que nu,i tende vers zero. 

Je vais maintenant demontrer avec la meme facilile Ics regies de 
M/ Berlrand, d'une maniere generale. Je supposerai connue la formule 

(/? -h i)/(/t-hi) //U ±_ {//( n -hi )... 
n In II n iUn ... 
Ill I 

:z:i. I -f- *- _] _}_ ^ 

n nln nlnlln nlnllnllln ' 
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OL etant tei que nlnUnlUn...oi soil infiniment petit. Cctte formule s*eta- 
hlit sans (lifBculte. Au reste, on en trouvera la demonstration dans le 
Memoire de M . Bonnet. 
Cela etant, je suppose que 

Un^x I 

Un ~ I I I 

n nin n In (In Uln . • . 

a etant tel que nlnUnUlnllUn...a ait une limite finie differenle de zero. 
Alors, commeon I'a vu plus haul, Un tend vers zero. 
On a aussi 

I I £ 

iH h. . .-h 



(/i -f- i) /(/i -f-i). .,lill(n 4- f ) Un^ __ n *" nln...iiiin nin...iUln 
nlnlin. . . I Uln i/- i i i 

IH \ T--4- 



n nln nln Un Uln 



\nln. . .Uiln ) nln. . , 



1 

1-4- - 

n 



UUn 



On en conclut comme ci-dessus, que si 



nln . . . UUn . . . 



— a<o, 



c'est-a-dire si 

lim nln . . . UUn . . . a > i , 

le deuxieme terme du rapport etant negatif , et etant le ternne general 
d'une serie divergente, 

nln, . Jllln. . ,Un lend vers zero. 

Si 

lim nln . . . UUn . . . a < i , 

nln. . ./////I. . .Un crotl indennimenl. 

Comme la serie dont le terme general est —. ^, est diver- 

^ nln . . . UUn . . .u„ 

gente, le premier cas est le seul oil la serie proposee puisse etrc eon- 
vergente. 



\ 
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J'a|)plique maintenant le lemme II en prenant pour y{n) 1(3 produit 
nlnlln.,.lllln. J'ai ainsi I'expression 

nln, . Jilin. . . ii„ (n -+- i)l{n -f- 1). . JUl{n 4- 1). . . 

fi u„+t a 

oil 



nln . . . UUn . . . / r i 

H h . . . -f- —. 777- -f- 

a \ n nln . . . lUn 

nln . . . lllln . . . / 



«) 



a 

qui wse rcduit a 



/ I I £ \ _ 

\ n ' ' ' nln . . . lllln nln . . . lllln J 



- [ — I 4- /I //» . . . lllln . . . « 1 — I -. — — ,,,, - • 

a^ ^ a nln . . . lllln . . . 

Or quand 

lim nln . . . lllln . . . « > i , 

on pent prendre a assez petit pour que cetle expression soit positive 
quand n est infini. Done la serie proposee est convergente. 

On voit que dans tons les cas 011 cette serie de regies permet dc de- 
cider la question de la convergence ou de la divergence d'une serie, on 
pent enoncer ce theoreme : 

Pour que la serie soit convergente, il faut et il suffit que 

nln. . llln. . .w„, lende vers o aver -• 

n 

Et memo, si Ton savait d*avance combien d'essais il faudra faire pour 
arriver au resultat, c'est-a-dire si Ton savait combien de lermes a le de- 
nominateur de 

fin^ I _ 

iH h. . .-h a 

n 

on pourrait liiniter le nofmbre des facteurs ducriterium. 
Si par exemple le dernier terme avant a etait 

I 

n In iln llin ' 

il suffirait de constaler que 

nln Iln llln lllln u'n lend ou ne tend pas vers zero. 
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Remarquons que pour une classe particuliere de series, le criteriuiri 
pourrait encore se simplifier; e'estce qui nous est arrive pour la regie 
de Gauss. Cetle regie est comprise dans les deux premieres dc la serie 
de regies que nous venons d'^tablir; de sorte que si le rapport de u„^^ 
a {/;i a la forme que Gauss a etudiee, pour que la serie soit convergente, 
il faut et il suffit que ntnu„ tcnde vers zero. Une etude directe nous a 
conduit a un resultat plus simple, car nous avons vu qu*il faut et il 
suffit que nu„ tende vers zero. On congoit que de pareilles simplifica- 
tions puissent se reproduire pour d'autres categories de fonctions. 

M. Bonnet a donne une serie de rfegles qui ne different pas des prece- 

dentes. II suppose que le rapport '— soit de la formq 

f I I 

n nln nin. , . iiln 

Alors si Win OL nln... llUn a une limile > i la serie est convergente; si 
cette limite est moindre que i , la serie est divergente. 

Je ne reprendrai pas la demonstration de ces regies; il est clair que 
la methode que j'ai indiquees*y applique absolumentde la meme ma- 
niere, de sorte que nous arriverions encore a formuler la meme con- 
clusion : 

Pour que la serie soit convergente, il faut etil suffit que 

n fnlln . . . lllin Un lende vers zero avcc - • 

H 

Encore une remarque: ces regies supposent que -^>pour des valeurs 

tres-grandes de /i, soittoujours > i ou toujours < i; elles ne s'appli- 
queraient pas si ce rapport oscillait indefiniment autour de i. La me- 
thode que j'ai exposee pour Tetude de la convergence des series pour- 
rait encore etre de quelque utilite. II faudrait remplacer le lemmc I 
par les theoremes relatifs a la convergence d'un produit infini de fac- 
teurs binomes, dont les seconds termes ne sont ni tons positifs, ni tons 
n^gatifs. 

M. Bertrand a montre la coincidence entre les regies que je viens 
d'etablir, celles qu'ils a deduites de la regie de Cauchy et celles de 

jinnaies scientifiqiies de VEcole Nbrmale super ieure. Tome VI. 20 



I 



jho note 

M. Jo Morgan. Cette verification se fait de la faQon la plus simple; elle 
MillU |Hnir nous permettre d'etendre le resultat auquel dous sommes 
p^rxouu ^ ees deux sortes de regies. Dans ces divers cas encore» pour 
quo b sorie proposee soit convergente, il faut et il suffit que 

ntnlln, . . u. tende vers z^ro. 

Autres regies de M. Bonnet. 

M. Bonnet a donne encore deux series de regies dont Texainen va 
nous conduire au meme resultat. . 

Pour la premiere, cette remarque a deja ete faite par M. Bonnet dans 
son Memoire : une s^rie est convergente quand le produit 

nln...llln(llllnY^Un 

n'est pas infini pour de tr^s-grandes valeurs de n. II est bien clair que, 
si une serie est divergente, et que le produit 

nlnlln. . .u„ 

tende vers zero, si grand que soit le nombre des facteurs, cette rfegle 
ne pourra rien nous apprendre. 
La demonstration de cette regie est intuitive, car on aura 

qui est le terme general d'une serie convergente 
Cette regie est un peu plus etendue que celle de M. Bertrand, car 

elle pourrait etre applicable sans que le rapport — fut toujours > i, 
ou toujours < I . Car si Ton a 

a 

^ rt -t- a 

"'^' "^ (n -4-i)7r:(/////i-f-i)'+*' 

D'oii 

tt« "~ a nin. . .{ilUny-^ 
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Or Ic second facteur est 6gal a 



I e 

n nln..Jllin 



il est done plus grand que i, mais le premier pent elre alternativement 
plus grand ou plus petit que Tunite. 

M. Bonnet a donne une autre serie de regies qui reviennent a celles 
que M. Bertrand a deduites de la rfegle de M. Duhamel. II suppose que 
Ton ait 



„, — In lln „ 

J/«„ = I — - - — - r*', 
n n 



nr' 



et que jrjp ait une limite. Si cette limite est plus grande que i , la serie 

est convergente; si la limite est moindre que i» la serie est divergence. 
On trouvera, dans son Memoire deja cite, la demonstration deuces regies; 
elle est fondee sur ce que 



\ nln(lln)^ n n n \'*/ 



On aura done 



"^"'= VJr?;^'^"(«)' 



Si A est > I, la serie est convergente; on voit qu'alors 



;y/i/n///i£/,=:y^^^j~^ . 



Done 

I 



nlnllnu„r= 



expression qui tend vers zero. 

Si A est < I la serie est divergente, et nlnUnUn ne tend pas vers zero, 
car 

^ n In iln u„ = '<!/( Un Y"^ -h(ti^n In tin (— I • 

Done encore, ces regies de M. Bonnet ne permettront pas de demonlrer 

la divergence d'une serie qui serait divergente, bien que /i/zi/Z/i. ..?/;, 

tende vers zero. 

26. 
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Pour terminer cette Note, je vais revenir sur le tlieoremc general de 
(laucliy relativement aux series de termes positifs decroissaots. Soit une 

serie 

/(a), /(a -hi), /(a 4-2), 

Drsignons par 9(a) la somme de cette serie. L'aire comprise entre la 
courbey =/(^), Fordonnee correspondante a Tabscisse j:= a, ot I'axe 
des X, est 

f(x)dx; 



X 



cette somme d'elements est evidemment egale a 



X 



(^{x)(/x, 



en supposant seulement que <p {00) ait une valeur finie entre a ct a + 1 . 
On aura done 



f(x)d'x= I <^[x)dx. 

a J a 



Cette egalite a lieu non-seulement pour une serie de termes positifs, 
mais encore pour une serie quelcbnque. Cela etant, dans tons les cas 
oil (f[a) etant infmi, (f{x) le serait egalement pour toutes les valeurs 
de X comprises entre a et a -}- 1, on peut enoncer ce theoreme : la serie 
propos^e est convergente ou divergente en meme temps que Tintegrale 

f[x) dx. Cette condition est evidemment satisfaite quand on a une 

a 

serie de termes positifs decroissants, car la difference entre f{x) et 
9(a 4- r) est </(it?), x 6tant compris entre a et a +- i . 
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A UN SYSTfiME QUELCONQUE DE COORDONNEES, 



Par M. l'Abbe AOUST. 



INTRODUCTION. 



Lorsqu'on rapporte une courbe k un sysleme quelconque cle coor- 
(lonnees curvilignes, les divers elements de la courbe s'expriment en 
fonction des elements analogues des lignes coordonnees. Les expres- 
sioqs que Ton obtient, qui sont toujours symetriques, sont susceptibles 
d'une forme simple lorsqu'on introduit la courbure incUnde^ et alors elles 
constituent des theoremes interessants de geometric curviligne. Le but 
de ce M^moire est d'exposer les principales de ces expressions, et de 
montrer que, dans cette theorie comme dans la theorie des lignes tra- 
c^es sur une surface quelconque, la courbure inclinee est un des plus 
puissants elements de demonstration et de condensation. 

Nous conservons les notations, definitions et bypotheses de notre 

Throne des Coordonnees curvilignes f r^Partie, p. 2 et 3. LesigneN place 

devant une expression indique la somme des expressions semblables 
obtenues par les permutations circulaircs des indices o, 1,2; lorsqu'une 
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lettre placee sous le signeN , ou uu indice, restent invariables» nous 

plaQons cette lettre ou cet indice entre deux pelits crochets [ J. Nous 
representons par </„, rf<, rfj 'es differentielles par rapport a p» pi, pi 
toutes les fois que cette notation est necessaire pour determiner ie 
sens des differentiations; la lettre cf represente une diiTerentielle totale, 
de telle sorte que Ton a d = do -h di -h di. Nous partageons ce Me- 
moire en deux Parties, la premiere relative aux Formules generales, la 
seconde aux Applications. .^: 

•}> 

§ I. — Formules generates. 

1. Equations de la courbe en coordonndes curviUgnes. — Supposons 
qu*un point quelconque de Tespace soil determine par Tintersection 
de trois surfaces dont les equations dans le systeme rectiligne ortho- 
gonal sont 

Pf Pn P2 etant des parametres qui peuvent prendre toutes les valeurs pos- 
sibles; kchaque point de Tespace correspondra un syslfeme de valeurs 
de p, Pi, Pa, de sorte que ce systeme representera les coordonnees du 
point. Si les parametres p, pt, p^ sont des fonctions (p, v|/,, v]/, d'une va- 
riable /• lorsque t variera d'une maniere continue, les parametres p, 
Pi, P2 varieront d*une maniere continue; done le lieu des intersections 
de ces surfaces sera une courbe dont les equations dans le systemiB de 
coordonnees dont il s*agit seront 

si Tun des parametres, p par exemple, est constant, la courbe sera si- 
tuee sur la surface p. 

Supposons que les equations (1) soient resolues par rapport zx^y^z 
de telle sorte que Ton ait 

.r = F(p, p,,p,), r = F,(p, p„ pO, z=:F,(p, p„p,); 

en remplagant dans ces equations p, pi, p^ par leurs valeurs en fonction 
de / tirees des relations (2), on aura les trois equations de la courbe 
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dans le systeme rectiligne orihogooal. Cette courbe sera plus speciale- 
meot appelee trajectoire parce qu'elle traverse le systeme des coordon- 
nees curvilignes. 

2. De rdUment de la trajectoire, — Soil ds I'element d'arc de la tra- 
jectoire, d<j, dci, r/ajSeront ses troiscomposaotes obliques suivant les 
ares coordonnes au point que Ton considere; si Ton appelle dq, dg^, 
dq^ les composantes obliques de Telement ds suivant les plans tangents 
aux surfaces p, p,, p^^ on pent se proposer de determiner ces divers 
elements en grandenr et en direction; ils se deduisent d'une formule 
unique qui donne Tangle de deux droites dans le systfeme oblique. 

Angle de deux droites. — Soient ff, ff' deux longueurs; go^ gtfg2'^ go* 
g\, g^ leurs composantes obliques suivant les arcs coordonnes; Go» 
G,, Gj; G'o, G'l, G'2 les projections orthogonales des deux lignes sur les 
directions des memes arcs coordonnes, le principe des projections donne 
immediatement les formules suivantes : 

(33 i ffcos(g, g') = ig.cos{g\ rfa), ff'cos(g, g') = 2g;cos(g, rfa), 

D*apres ces relations, on a les expressions suivantes 

( dscos{ds, d(T) = ld(TCOs{[d(r], dd), ds=:ld(TCOs{d<T, ds), 
I ds^=ld<T*-\- 22dffidaiC0S(^; 

on obtient aussi les formules suivantes : 

I rf?cos(rf^, rfo"i)= rfo-iH- rfo"jCOS9, dqcos{dq, d(Ti) = d (Tt-^- d7iC0S(f J 
( dqcos(dqf rfo") = rfo-, COS91 -h rfo-^coscpi (3); 

ces relations font connaitre les elements ds^ dq, dq^^ dq^^ ainsi que 
leurs directions par rapport aux trois arcs coordonnes. 
On en deduit facilement la formule suivante : 

laquelle montre que si Ton construit deux parallelipipedes droits et 
rectangles, le premier sur les elements dq^ dq^, dq% comme aretes issues 
d'un meme point, le second sur les elements do^ ^<7,, dc^f la diagonalc 
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du premier est l*tiypotenuse d'un triangle rectangle dont les deux cotes 
de Tangle droit sont la diagonale du second et Tel^ment ds de la tra- 
jectoire. 

3. De la variation d'une fonction des coordonrUes du point suivant 
V element de la trajectoire. — Soil V une fonction quelconque de p, p,, 
jOa, Ton a pour la variation premiere de cette fonction, la relation 

^Y— V— ^ 

ds ^ dp ds^ 

el pour la variation du second ordre de la meme fonction, la relation 

d^\ 



... ±(dW\_^d\ ±ld9\ 

^^ ds\ds J-^Zddp ds\ds) 



ds' 



dans laquelle la variation complete du second ordre d^W, est donnee 
par Tequation symbolique 



rf.v=(rfpi^^-.rfp,^^^p.^yv. 



La relation (6) pent aussi s'ecrire sous la forme suivante : 

^^ ds\ds )'' ds' '^Zddd ds\ds) 2a ds di ds\dp)' 

Or, si Ton a egard aux expressions des variations des arcs coordonnes 
donnees par les formules (20") de notre Theorie des coordonnees curvi- 
lignes, la derniere somme contenue dans Tequation precedente devient 

Zj ds da ds \dp ) 

[£ /da\ 
dp \dp ) da I i I \ da, / 1 i \ dat 

d^~ ds "^ \7i^; ~ If}) 'ds '^ \Tf^~Tfi)lh 
df- 

Soil, en second lieu, une fonction U de a?, j^, z, on trouve pour la va^ 
riation du premier ordre la relation 

. . d\: _V^U da 

'"^^ Ifs^'lidaTrs' 
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Or, on a I'equation 

rfU rfU dx rfU dr rfU dz 
dfj dx dfs dy da dz da 

et si Ton pose, pour abreger, 

^, rfU* rfO« rfU» 
dx' ^ dy' dz' ' 

la valeur de ^ peut s'ecrire sous la forme suivante : 

-y- = Kcos(K,rfo-); 
dff 

coDsequeinment, en s'appuyant sur les formules (3), on obtient la re- 
lation 

(«') ^ = Kcos(K, A). 

On trouvera pour la variation du second ordre de U, Texpression 

ds \ ds ) ~' 2Ll d(T ds\ds ) 

^S [A ('^\ i^ A (^\ ii^ ^ A l^\ ^ ii'l. 

^j\_d(7\d(i/ds' d(Ti\d(j ) ds ds d(T^\d<j ) ds ds Y 

Or on a 

d /rfU\_^ cos(K,^) . d'\} ... 
dZ\d^)-^^ 'K '^d^ ^^^' 

en ayant egard k ces valeurs, on oblient I'equation 



£(dV\ 
ds\d$) 

^^'{ ~~ ds' ^Zida ds\ds} 



„V(rf(7r cos(K, Jl) rfff cos(K,^.,) rfff. cos(K, j'm) dafil 
Zt\dsl A ds j:„ ds ^ 4., ds]\' 

dans laquelle d^V est la diOerentielle complete de U par rapport a x, 

y, z. 

Aimales scientifiques de VEcoU Nor male super ieure. Tome VI. 27 
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4. De la courbure de la trajectoire el de ses composantes orthogonales 

suivant une direction donnie. — Soit ^ la courbure de la trajectoire ds; 

si dans la formule (7) on fait \] = x,\q premier membre de celle for- 
mule a pour valeur la composante de la courbure suivant Paxe des x^ 
et si de plus on remarque que la difTerentielle seconde de x est nuUe, 
on oblient Tequation 

cos(g, x) 
5? 



^^^ ="Ilrff Z^i^) 



\? rf^fcosf^, j:) dd cos(j:, 4^.1) rfor, cos{^, ^«) f/o-, I 
^ Zu^V ^ ~ds "^ '^y Is "^ "^^ 777 J' 

Cette equation donne la composante orthogonale de la courbure de la 
trajectoire ds suivant une direction quelconque ox. Si Ton fail coinci- 
der la direction ox avec day on aura la composante orthogonale de cette 
courbure suivant Tare coordonne d<T\ mais alors il faudra se rappeler 
que les cosinus des angles (a, rfa), (4^00 da), (^02» d^) sont nuls, 
parce que Tare da est perpendiculaire aux rayons de courbure propre 
ou inclinee^, ^0,, 4^02- L'expression de cette composante est 

cos(g, da) 



n\ -5;cos([rf.w.)^(^) 



V r cos(^, [da]) da^ cos{J(l^,,[d(j]) da da\ cos(4ln, [rfff]) da^ daf\ 
ZdL . ^ «f? 4;., ds ds 4^o» ds~(h\' 

5. Composantes obliques de la courbure de la trajectoire. — Soient — j 
-^» — les composantes obliques suivant les trois arcs coordonnte, de 

la courbure^-, si Ton remarque que la projection d'une courbure quel- 
conque suivant Taxe des^ est la somme des projections sur cet axe des 
trois composantes obliques, on aura, en representant par X, X,, Xa les 
cosinus des angles que Taxe des x fait avec l6s trois arcs coordonnes 



\ 
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{Th^orie des Coordonnies curviUgneSf n^ 13), les equations suivantes : 



cos($,^) X X, X, 


cos(^, :r) X X, X, 


— ~T-T ■+• r ~\ rr; ? 




'i' p^''> p^*> p^^^ 


^ ri^) r^'i ' r^i)' 



et ainsi de suite. En portant les valeurs des composanles de ces cour- 
bures et des courbures analogues dans Tequation (8), et en identifiant 
les eoelTicients de X, X|, Xj, on aura Tequation suivante : 

^^' p^'^^Zdr^'^ ds-'^ 2ads ds \li*) '^ l\'i ) "^ ds \ ds ) ' ^' 

dans laquelle le signeN s'etcnd a tons les indices inferieurs. 

Remarquons que —^^g renferrne que Irois sortes de termes: i^ la 

somme des ternies qui ne dependent que des composantes obliques des 
courbures propres des lignes coordonn6es; 2® la somme des termes qui 
ne dependent que des composantes obliques des courbures inclinees 

des lignes coordonnees; 3° Ic terme y ( ^ ) • 

6. Nouvelles expressions des composanles obliques de la courbure de la 
trajectoire. — Nous allons maintenant calculer d'autres expressions de 

la composante —^ qui nous paraisserit dignes d'etre remarquecs. 

2** Expression. — Observons que Ton a -^ = -^ -y^i si Ton diffe- 

rentie les deux membres par rapport a ds, on obtient Texpression sui- 
vante : 

/rfo"\ d^ d (dp\ 

\ds J dp ds \ds I 

it [^ (ii\ is. ^A, (ii\ it^A (ii) iif] o). 

ds \jlp \dp I ds dpi \dp ) ds dp, \dp ) ds j '' 

or, si Ton a egard aux variations des arcs donnees par les formules ( 20'') 
de notre Theorie des Coordonnees cun^ilignes, on obtient Tequation 

I da d^ (^P\ ^P' ^!5 

, p^^~^c[p ds\ds ) ds^ dp' 

fd(jd(Tx I ddx d(j2 I d^idd ^ \ . %? da^ 
^[dl 'dTT^i'^ lU 'diJ^) '^ ds ds Wi I '^ IdT^^^'' 

27. 



ds 
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3*^ Expression. — Si dans le developpement de la derivee ^ (-t^J 

ecrit an commencement de ce numero, on ajoute et on retranche les 
trois dernicrs termes de ce developpement, la somme des termesaddi- 
tifs representera Texpression 

d<T ds \rfp» ds ) ' 

on aura done, en ayant egard aux variations des arcs {Throne des Coor- 
donnees cutvilignes, formules 20") la relation suivante 

d fd(i\ dpd/da*dp\ dp^ d^(T rfo-rfo-./i i\ dad^t/ i i \ 

d~s\ds)~ d^ds\dp'dsJ~d?dp'^lhlis\J^i'~W^ HsXWi " l^j' 

er, en portant cette valeur de j- ( -^ ) dans Tequation (9), on trouve la 
formule 

rfo"' /dd d(Tx d(Tx ddi ddtdd 

I -__^ c/5^ . j ds ds ds ds ds ds 

(9") {F^"Z^"^''\""7I^"^~7p,~"^~7?r 

dp d/d(j^dp\ dp^ d^(T 
'^ d^ds\dp^ ds) "~5? r7p»* 

. 4* Expression. — Prenons la derivee de -^ en ne faisant varier que p, 
nous obtiendrons les deux premiers termes de la seconde expression 
de —^9 cette seconde expression pourra done s'ecrire sous la forme sui- 
vante : 

(dff rfo", d(Ti ddi d<T2 d<T\ rfff* 

ds ds ds ds ds ds \ ^ ds^ 

7. Des projections obliques de fare de contingence de la trajectoire. — 
L'equation (9) multipliee par ds donne la relation suivante : 

le signeN s'etendant a tons les indices inferieurs. Cette formule fait 
connaitre la projection oblique de Tare de contingence de la trajec- 
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loire ds en fonctian des projections obliques des arcs de contingence 
propre ou inclinee des lignes coordonnees. On doit remarquer : i^qu'elle 
ne contient que des projections obliques suivant d(T des arcs de contin- 
gence propre ou inclinee des lignes coordonnees; 2^ que le facteur 

de -^ sous le signeN renferme la somme des projections obliques des 

arcs de contingence propre ou inclinee qui sont perpendiculaires a dc. 

8. Du plan de courbure de la trajectoire. — Soit Sf^ la normale au plan 
de courbure de la trajectoire ds^ Ton a 

si Ton porte dans le second membre les valeurs des derivees de ^? -^ 
donnees par la formule (a), on obtient 

cos(5l», «) __\^ I fd^ydx d.x dy 



^ 



'^2dp^^ \777 Is""!^ ds) 



Considerons le premier terme du second membre, en y remplagant ^> 

4- par leurs valeurs en fonction des rapports des arcs rfo-, rfc,, dc^ 

a Tare ds\ la valeur de ce premier terme est alors donnee par la rela- 
tion 

d^dx d^xdy _^d(Tx fd^y^dxX d.xdxyX dvt f d^y d^x d^x rfi.r \ . 
dfj lis dd ds ds \d(T dcTi da ddt) ds \d(T da^ da rf^j/' 

on reconnait que le coefficient de -p dans le second membre repre- 

sente le rapport de la projection de Taire du parallelogramme des ele- 
ments da, dat sur le plan des xy au produit de ces Elements, et que par 
consequent ce rapport est egal a sinf?2Cos(n2, z). De memo le coeffi- 
cient de -^' est egal a — sin9iCos(/i,, z); on aura done la relation 

d^r dx doX dy dai , , . da^ . , . 

T^ -; -J- -J- = -ZT sm9,cos(/fj, z] — -T- sm<p,cos(n,, z), 

da ds da ds ds ^ ' ds ^ 



t:^ ~ 7 ( -rr-' tttt sin o cos( /», 2 ), 
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qui donne Texpression du coefficient de -^; ies coeflicieots de — ? -^^ 

se deduisent de la relation precedeote par la rotation des indices. On a 
doncfinalement I'equation 

cosC^ib, z) _ 

" Za \p^'^ as /;' 

le signeN s'etendant a tons Ies indices inferieurs. 

Cette equation fail connaitre Ies angles que la normale X au plan de 
courbure de la trajectoire fait avec une direction quelconque oz. 

Si Ton remplace la direction oz par la direction rf'7, et qu'on re- 
niarqueque Ies angles (/i2f d^), [n^, d7) sont droits, on obtient la re- 
lation 

— tf — =^(^Ti7i?i-;;i^J «•"<?<=««("' '''^) (3). 

dans laquelle il faut remplacer cos{n, da) par sinf « sind, qui lui est 
egal et Ies composantes — » — ^ par leurs valeurs donnees par Ies equa- 
tions (9). 

9. De la courbure inclinie de la trajectoire ds suivant une direction 
donnee. — Cherchons en premier lieu la courbure inclinee de la trajec- 
toire suivant Tun des arcs coordonnes da, rfo*,, rfa^, et appelons ces 

courbures inclinees -r-» t-'-t' Nous remarquerons que, conformement 

a notre notation, une courbure propre ^ d'un arc coordonne da pent 

aussi s'ecrire sous la forme—? puisque cetle courbure propre n'est 
autre chose que la courbure inclinee de Tare dc suivant la direction da. 
Cela pose, en se rappelant que X est egal a ^ (n^'S), Ton a la relation 

d\ d\ da d\ das d\ da^ 

ds d«j ds d ax ds d a-x ds 

et consequemment 

(i3) cos^Ap, ;r)_Y^^ cos(Ji;_[o]„ x) ^ 

Ao 2d ds 4^[o], 
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Cctte formule fail connaitre la projection d'une courbure inclinee -r- 

(le Tare ds sur une direction quelconque ox. Si cette direction coincide 
avec Tun des arcs coordonnes rfc, on a la formule 

, ^/v cosfAMrf<y) __ V rfg cos(41 m(>. [rf<y]) ,«. 

On deduit de la formule (i3), par les proccdes connus, les compo- 
santes obliques de cette meme courbure suivant les arcs coordonnes, 

de sorte que, si Ton represente par -r^oj> -r^j» -r^^ ces trois composantes, 
on obtient la relation 

On obtient aussi, en s*appuyant sur les formules (3), la relation 
/,/M cos(A«, rf5) "^ cos{d<T,ds) 

('4) — AT— ^2 — W~ ^ '• 

dans laquelle les composantes obliques de la courbure -r- doivent etre 

remplacees par leurs valeurs tirees des equations (i4)- 

Cherchons en second lieu la courbure inclinee de la trajectoire sui- 
vant une direction t quelconque. Soit-r- cette coDrbure, et repr^sen- 

tons, d'apres notre notation, nar-r—-' t— ' t— les courbures inclinees 

^to ^v, A^,, 

des arcs coordonnes da^ dc^, d<j2* suivant la meme direction v : Ton a 
evidemment la formule 

rfcos(^,;r) rfcos(v, ir) c/o" r/cos(v, ^) rfo*, rfcos(v, :r) f/o-, 
ds da ds ddx ds da^ ds 

laquelle donne 

cos (A^, X) Y^ dfj. ^os (A^,, x) 

<'^) —AV-- = l-di —AT. 

Or, si V est une longueur determinee en grandeur et en direction, et que 
v^®^ J'\ v^*^ soient ses trois composantes obliques suivant les arcs coor- 
donnes, Ton a 

COS( V, x)= y COS {Xf dd). 
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La differentiation par rapport a do donne 



C0S(A^^, a:) 

A 



"~2j t, 4:wo ZjdfTd<i\t )' 



laquelle donne la composante orthogonale de la courbure -^ suivant 

une direction quelconque. 
Si I'on porte ces valeurs dans Inequation (i5), on obtient la formule 

cosiA^,x) ^/^(•)\ cos(Ao,:r) V ^-^ ^^ /''^•^\ 

('^) —A, — ==1\~) — \r-'^ld^d's[—r 

Representons par— ^»-(7)»— ^^^ les composantes obliques de la cour- 

A^, At, Av 

bure -r- suivant les arcs coordonnes, on obtient, par le procede d^ja 

Ax, 

indique n^ 5, la formule simple 

dans laquelle les composantes telles que -r^ doivent etre remplacees 

par leurs valeurs tiroes des equations (i4). 
On deduit sans difficult^ les deux relations 

/ i^//x ^QS(At,,rf<j) __-^ cos([rf(r],rf(r) cos(A^, ds) i^ cosjds, dtr) 

c^) a; -Z '^^ ' a: "2,^^^ ^^'• 

Ces formules sont tres-generales, elles renferfnent implicitement toutes 
celles qui ont ete trouvees dans les numeros precedents. Si Ton sup- 
pose, par exemplct que la longueur %. coincide en grandeur et en direc- 
tion avec ds, comme la courbure inclinee de Tare ds suivant la direction 

ds n'est pas distincte de la courbure propre ^ de la trajectoire, la pre- 
miere des formules (i5"), combinee avec les formules (i6) et (i4')f 
donne I'^quation 

^ cos(g, rfq-) Y^<^^^s(A«, [rfcx]) , V .r/ 1 ^ ^^ (^^\ 
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qui est ^videmmeDt ;ia meme que notre formule (8'), lorsqu'on a 
egard aux formules (i3). 

10. De la variation des angles des lignes coordonndes suivant Vele- 
ment ds. — Nous avons trouve, dans noire Thdorie des Coordonndes 
curvilignes, formules (i4) el (i5), les relations suivantes : 

— sin9rf,9 = -^cos(4^,„ rf(7,)H- -^ cos(^„rf<T,), 

— sin <prf,(p = -^ cos(^,a, rfo-,) -f- -^ cos{^a, rfo-,), 
~sin9rfp9 = -— -cos(^,., rfff.) -h -r^ cos(^,„ rf<r,); 

si Ton ajoute ces trois formules membre a membre et qu'on ait egard 
aux relations (i3'), on trouve, apr^s avoir divise le r^sultat par dsy la 
relation suivante : 

as As Ai 

qui est une des plus utiles de la theorie des courbes. 
Si Ton represente par y* y ^^^ projections orlhogonales des cour- 

bures inclinees -r-) -r- sur le plan tangent a la surface /9, en remarquant 
que Ton a 

cos( Aj, d(Ti ) __ siny cos(Ai, rfq-a) sin 9 

Ai X, Ai Xi 

I'equation precedente prend la forme suivante : 

Ces formules permeltront de calculer les variations suivant ds d'une 
fonction quelconque des angles 9, 91, 92 des lignes coordonnees. 

11. Formules de transformation. — Nous allons demontrer quelques 
formules de transformation pour passer d'un systfeme de coordonnees 
a un autre systeme. Ecrivons les deux types d'equations que nous avons 

Annahts tcientifiques de Vtcole Normale sup^rieure. Tome VI. ?Q 
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trouves dans la Thiorie des Coordonnees cwviUgnes^ n° 4 : 

dans lesquelles n, n^ ^ n^ sont les directions des normales aux surfaces p. 
Soil maintenant une fonction U de x^y^ Zy Ton a 

^' dx dp Tlx dpi dx dpt dx ' 

or, si Ton porte dans cette equation les valeurs de ^» ^i -^ tiroes 
de la premiere des equations (i8), et qu'on pose, pour abreger, 

(i8') U.A = y [A]/»cos([n],n)^, 

on aura 

dx ^ dp 

Les Irois equations contenues dans le type (18') sont en toutsem- 
blables aux trois equations contenues dans le premier des types (18); 
done, en vertu des equations contenues dans le second des types (i8), 
on aura directement et sans calcul les equations 

(18") ^=y[H]Hcos([rf(r],rf(T)U6A (3), 

les parambtres H, h ^tant lies entre eux par la relation 

HAzrr -i— — (3), 

C0S(/l, d(T) ^ ' 

que nous avons trouvee au n° 4 de notre Thioriedes Coordonnees curvi- 
lignes. 

Les equations (18') prouvent que Uo, U,, Ua peuvent etre considerees 
comme les composantes orthogonales suivant les normales n, /i|, n, 
aux surfaces coordonnees de la force dont les composantes obliques, 

suivant ces memes normales, seraient A-7-» ^1:7— > n^ -j-- 

' dp ^ dp, ^ dpt 
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Les equations (i8 ) prouvcnt qi^e jt^? „ , > iTZ" ^^^' ^^ ^^"^" 

posantes orlhogonales suivant les arcs coordonncs rfc, rfa,, rfco de la 
force dont les composantes obliques, suivant les memes arcs, se- 

raientHAUo, n,A,U,, H2A2U2. 

Maintenanty si Ton remarque que, lorsqu'une force est decomposee 
suivant les directions dcr, dc^, rfca, et qu'on prend les projections or- 
thogonales de cette force sur les normales /i, /?«, n^ aux faces du paraN 
lelipipede construit sur da, da^, dc^, les rapports des composantes 
obliques aux projections orthogonales correspondantes sont cos(n,e/7), 
cos(/io rfo",), c6s(/i2, rfo-a), et qu'il en est de meme lorsqu'on opere 
d'une manifere inverse, il en resulte que, ces conditions etant remplies 
dans les deux systemes dont il vient d'etre question, la resultante du 
premier systeme n'est pas distincte de la resultante du second. Cette 
conclusion est aussi rendue evidente par la maniere dont on a obtenu 
les Equations (18'), (18"). 

Les formules (18), (18'), (18") sont done des formules de transfor- 
mation pour passer d'un systeme de toordonn^es rectilignes a un sys- 
tfeme de coordonnees curvilignes, et reciproquement. 



§ II. — Applications des formules pr^cedentes. 

12. Composantes obliques de la force accelerairice d'un corps qui se 
meat. — Soient (^ la vitesse du mobile, i/o« i/|, U2 ses composantes 
obliques suivant les trois arcs coordonnes, (^o* ^o ^2 l^s composantes 
orthogonales de la vitesse suivant les memes arcs. AppelonsMo^ M4, Mj 
les composantes obliques de la force acceleratrice suivant les memes 
directions; si Ton appelle M^ la projection orthogonale de cette force 
sur Taxe des x, on a Tequation 

(20) ^^' = 57 ;57^-7i?^^s('^'^)» 

dt etant Telement du temps. Si Ton remarque que Ton a les relations 

28. 



:210 ANALYSE DBS COURBES 

et qu*OD porte ces valeurs dans TequatioD (20), on aura» en identifiant 
les coefHcients de Xo, X,, X3, les Equations suivantes : 

^ dv da V* 



dt ds pi^) 

Si maintenant on a egard k la valeur de ^ -^ donnee par Fequa- 
tion (9) et que Ton pose les relations 

ds da d(Tx dat 

qui resultent de la definition de la vitesse et de ses composantes obli- 
ques, on obtient, apr^s reductions, 

dans laquelle le signe V s'etend^k tous les indices inferieurs. 

Si Ton a egard aux equations (i4)> 1st relation prec^dente s'^crit sous 
la foi^me concise 

^* dt Za<;) 

En eliminant de Tequation (21) la courbure —^^ soit au moyen de 

Tequation (9'), soit au moyen de I'equation (9"), on trouve les deux 
nouvelles expressions suivantes de la composante Mo : 

(,,.) Mo = ^-h. (^^-4-7^-^-^^)4-2^^ (3), 

(^, ) Mo- — ^ W^Tp[Tp)^^W^lW'^l^) Ll^ ^^^' 

dp 

en se rappelant que deux composantes obliques telles que t^9 y^ sont 

^gales [Thiorie des Coordonndes curvilignes, formule 32 ). 

Composantes orthogonales de la force accddratrice suivant les arcs coor- 
donnds. — Repr6sentons par drL/o» ^n d^2^^^ composantes orthogonales 
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(le la force acceleratrice suivant da, da^, d(j^, on a la relation 

(22j ailo=y MoCOS([rf<j], rf<7) (3); 

or, si Ton porte dans le second membre les valeurs de Mo» M«, Ms tirees 
des equations (3i')» et qu'on ait egard aux equations (i3), on trouve 
Tequation 

(22') ait. = ^^cos([rf(r],flr(7)4-^|^i/cos(A.,[rfcr]) (3), 

ouy ce qui est la meme chose, 
3lt.= >'-^'cos([rf<j], dfj) 

^[^cos(a,rf(7)4-^cos(t.:Jrfcr]) + ^*cos(OaJrf<x])J, 

le signe \ s'etendant k tons les indices inf^rieurs. On trouverait sans 

dif&culte les expressions des memes composantes relatives aux for- 
mules (21"), (21*'). 

Si Ton represente par on la force acceleratrice elle-meme, on a Tin- 
tensite de cette force par la relation 



aiL = VMpCOs(01L, dd). 



1 3. Composante orthogonale de la force accdldratrice suivant une direc- 
tion quekonque v. — Soient a, /3, 7 les angles que cette direction v fait 
avec les axes of;^ j, z, on a Tequation 

d^x ^ d^r d^z 

31tcos{3ll/, t,) = cosa-T-- -^cos|3-~j "^^^^Z ^' 

que Ton pent ecrire sous la forme suivante, S indiquant une somme s*e- 
tendant aux trois coordonnees x^y, z: 

dx dcosa 



aiLcos{aiV, v) = S j^ ^-^cosa j - S ^ 



(it 
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or, cl'apres noire notation. 



(^ , . , dcosa 



on a clone la relation 



d v^ 

[iZ) Oncos(0ll/, t^) =3 -y- [ccos(t, as)] — -pCos(Av, rf*). 

Telle est {'expression de la composante orthogonale de la force acce- 
leratrice DK suivant une direction quelconquct.. Cette expression tire sa 

simplicitede Tintroduction de la courbure inclinee -r-. 

Si la direction x, coincide avec la direction d'un arc coordonne rfa, 
Tequation precedente devient 

(?.3') orv.cos(i)K,c/cr)=^[c'Cos(rf(7, A)] — ^ cos(Ao, rf*) (3). 

II est bon de remarquer que, si Ton represente par xf la position infi- 
niment voisine de v, la formule (a3) pent aussi s'ecrire sous la forme 
suivante: 

(23") on cos(OrL, v) = J [(/cos(t, d$)'\ - ^^-^^^ cos(A.^, ds), 

m 

II faut porter dans ces differentes formules les expressions des cour- 
bures inclinees de Tare ds suivani les directions t. ou rfc, expressions 
donnees par les relations (i5) et (i/j). 

Appliquons ces formules au systeme polaire dans Itquel le rayon 
vectcur est t, Tangle qu'il forme avec Taxe est ^, et Tangle que la pro- 
jection du rayon vecteur sur un phn perpendiculaife a Taxe forme 
avec une droite fixe situee dans ce plan est G. 

D'apres cela, Ton a 

dfT^^dzy d (Ji^-^ 7 s'ln^ do, dfj^^m^d^. 

La formule (aS'), appliquee successivement aux directions de ces 
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trois arcs coordonnes, donne les resultats suivants : 



DXLcos{3fli,d(T)z= -J- ^^, ^, 



dt dt 

lesquels coincideDt avec ceux que Tod obtient par les formules de la 
dynamique. 

14. Formules de Lagrange. -^ Nous allons maintenant demontrer 
I'identite de notre formule (23) avee les formules de dynamique don- 
nees par Lagrange' relatives au mouvement d'un point. Si Ton pose, 

comme fait ce geometre, T = -v^f on aura 

2 1= \ mJ 4- 2 N //i I/1COS9; 

or, si Ton represonle par $ la fonction des forces, la formule du mou- 
vement due a Lagrange est, en representant par p', p\ , p\ les derivees de 
p» P\* P2 par rapport au temps 

'""^^ diWJ'^'d^-'d^' 

Cela pose. Ton a 

dT da, ^ d^ 

^-i = ^ ( Mo -f-//, cos 9, 4- thcos^y)— -r-^ty 
dT d IdrrX dp d fdaA dp, d /rfcrA dp, V do 

l'p^Tp\l'p)Tt'^'^Tp\lii)-dV'''''T^ 

Si ronsubstitue ces valeurs dans I'equalion (aS), on trouve 

d_ I d^\ V' dp d (d(T\ ^ d^ rfor, . do _ rf* 

diy'Tpj '^ 2d^"Tt d\p] \drpj '^ Zd'dfdT^^^^^ d[p\ " dp' 
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or, si I'on developpe le premier terme, on obtient I'equation suivante : 

Tp dt '^ dt \_^' dp\dpj "'rfpUpJJ 
rfp.r d /d(T\ d /d<T,\\ 



1 






En remplacant dans cette equation les variations des arcs par leurs 
valeurs tirees des expressions (20") de notre Throne des Coordonndes 
curvilignes, on trouve, en ordonnant, par rapport aux composantes 
obliques des vitesses, la formule suivante : 






-^(/ToT-/4T)<=os?.-*-sin<pg] 

Considerons le coefTicient de u\; la composante ortbogonale de la cour- 
bure -— suivant rfo-, devant etre nulle, la somnie des projections des 
composantes obliques de cette courbure sur Tare dc^ sera nulle, et par 



COSCpa COS9 

/(I) • /(o) "^ "TW ■~^' 



de la on deduit que, dans ce coefficient, la somme des deux termes po- 
silifs est egale a r^^i ou bien a — -^; de la resulte que ce coeflfi* 

•it *i I 
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cient est egal a - \^J' » On prouvera par une demonstration ana- 

logue que le coefficient de ul est egal a — ^^^^^^^' — ?l/. 

On verra par des transformations non moins faciles, que les coeffi- 
cients de Uq Ut , Uq U2f U2 Ul sont 

cos(Jl, rfq-i) cosf,^, rf(x,) f cos(^ci, d(Ti) cos(41m dffi) 



a ' <R ' 



L Co. <... J' 

On aura done, en remarquant que les angles que les courbures -^i r—i 

-— font avec d7 sont droits, et que, par consequent, les cosinus de ces 
angles sont nuls, Tequation transformee suivante 



— ^ y i^o cos ( [^], c/ff ) — -p- y a. cos(C[c.i, da) 



It 






Gette equation, si Ton a egard aux formules (3), devieni 

-77— — fCOS(<^., rfs) — ---C' cos (4^01, fl^)— -- VC0S(J^,2, dsjzzz-z — 
ai tfit 4^01 4^0} ttO" 

laquelle, par suite de Tequalion (i3), ne differe pas de Tequation (23'). 
Ainsi notre formulc (23') n'est pas distincte de la formule de Lagrange, 
ce qui est la proposition que nous voulions etablir. 

15. Equations d'dquilibre d'un fil soumis a faction de certaines 
forces. — Soient Fo, F^ F2 les composanles obliques suivant les arcs 
coordonnes de la resultante des forces qui agissent sur le fil, jx la ten- 
sion en Un quelconque de ses points que Ton consid^re, on trouve en 
operant, comme au n^ 11, 1'equation suivante 

/ ii\ du. d(T a ^ ,« . 

or, si Ton remplace dans cette equation —^ par sa valeur donnee par 

Annalts scienti/iqnes de I' t cole Normalc superieure. Tome \'l. 29 
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la formule (9), on obtient la formule 

Les trois equations contenues dans cette formule donnent la trajectoire 
d'eqnilibre du fil flexible, dans un systeme quelconque de coordonnees 
ourvilignes; le premier terme est une diflerentielle complete. On de- 
duit de ces equations trois autres equations, donnant chacune Texpres- 
sion de la composante orthogonale suivant Tun des trois arcs coordon- 
nes de la resultante F des forces qui agissent sur le fll. Elles sont donnees 
par la formule suivante 

Fcos(F, da) 

dans laquelle le coefficient de jx dans le dernier terme peut etre rem- 
place, par suite de la formule (i3), par la somme 

y^da cosfAo, [d(T]) ^ 
Zjds Ao 

Les equations du systfeme (26) ou du systeme (37) sont du second 

ordre, et on en deduirait par un calcul facile les integrales premieres. 

L'equation ( 27) peut aussi s'ecrire sous la forme suivante trfes-simple 

(.8) Fcos(F. rf<r) = ^^[F^ cos([rf.]. d.)] -/.5i(A^)., 

il suffit pour Tobtenir de recourir aux formules (17) et de remarquer 
que Tangle (A©, da) est droit. 

On se servira du meme precede pour etablir la coincidence des deux 
formules (8') et(23'). 

16. Du mouvement de la chaleur dans Vintdrieur d'un corps, — Nous 
nous proposons, pour derniere application, d'etablir les equations du 
mouvement de la chaleur dans Tinlerieur d'un corps de forme crista!- 
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line quclconque, meme curviligne, et clans le cas d'une hypothese parli- 
culiere de conductibilitc interieure. 

Equations duflux dechaleur. — Considerons le volume dm d'un so- 
lide forme par trois surfaces coordonnees p, p, , p2» coupecs par trois sur- 
faces infiniment voisines p -f- rfp, p, -i- dpt, pz-^ dp2, et appelons rfwo, 
rfa)|, rfwa les irois faces de ce solide contigues au point que Ton con- 
siderc, de sorle que rfwo, par exemple, soit relative a Tangle 9. Soient U 
la temperature en ce point, n le coefficient de conduclibilite interieure 
ne dependant que des coordonn6es du point. Soient/^/j./o les tlux de 
chaleur relatifs a ces faces, rapporles a I'unite de surface et a I'unite de 
temps. Dans le systeme rectilignc orthogonal, Telement du volume est 
dxdydz et les flux de chaleur normaux aux trois faces de ce volume 

contigues au point que 1 on considere sont : — n ^» — n -^j — 7:-^-^ 

done, d'apres le theoreme sur la composition des flux de chaleur, le 
flux de chaleur qui traverse la face c?w sera 

h \3x dx djr dy ^ dz 

or, si Ton remplace les derivees de U par rapport a a:, j, z par leurs 
valeurs tirees des equations (P) n*^ 11, Texpression prccedente devient 

d\} 



ttN /iCOs([/i], n) -^\ 



on a done, par suite des equations (18'), les relations suivantes : 

(29) /, = — ttUo, /, =i-7rU„ /, = — 7rU„ 

qui donnent les expressions analytiques des flux de chaleur /o,/,,/, 
dans un systeme quelconque de coordonnees. 

Equations du mouvement interieurde la chaleur. — Le flux de chaleur 
normal a la face e/ot)^ et traversant cette face pendant le temps dt pour 
p^netrer dans le volume dm est/od(t>o dt; or le flux de chaleur entrant 

par la face opposee est — /o fl?wo + ^ {/o ^^o ) ^p ^^ de sorte que le 
gain de chaleur provenant de ces deux flux est 



— dt-^(fod(o.)dp; 



29 
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on Irouvera des expressions semblables pour les gains de chaleur rela- 
tifs aux deux autres faces. Soil D la densite du volume dm^ C sa capa- 
cile calorifique, Tacroissement de temperature de ce volume dans le 

temps rft est --rrdt, Taccroissement de chaleur sera CDdm-^di, on 

aura done en egalant cet accroissement a la somme des trois gains re- 
latifs aux faces opposees du parallelipipede curviligne considere, Tequa- 
rion suivante : 

(3o) ^CDrf;n^=^J^(/.,do).)rfp, 

qui est Tequalion du mouvement de la chaleur dans Tintcrieur du corps. 
Remarquons que Ton a la relation 

cos(ii, rfa) = sin9, sind2 = sin(p}Sindi (3), 

el que le produit AAi^sSindi sin d^ sin 9, que nous representons par N, 
reste le meme quand on fait subir aux indices des permutations circu^ 
laires; on a done 

, d(xdpx dpi rfo), dp rfo)i dpi c?(Oj dpt^ 

^~ N "^ IT' "" Ai ■" //, ' 

d'aprescela Tequation (3o)devient, en ayant 6gard aux relations pre- 
cede ntes, 

qui est la forme que nous voulions donner a Tequation du mouvement 
de la chaleur. 

Equation du mouvement de la chaleur a la surface. — L*^tat calori- 
tique de la surface est donne par une equation differentielle que nous 
aliens calculer. Pour cela, nous exprimerons que la quantite dc cha- 
leur qui traverse un element de surface exterieure est egale h la deper- 
dition de chaleur provenant de la temperature du milieu dans lequel le 
corps est place, Or, si Ton represente par zs le coefficient de conducti- 
hilite exterieure, et par a, |3, y les angles que la normale a cet element 
fail avec les arcs coordonn^s da, dtj^, dtj^^ la quantity de chaleur qui 
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traverse ce meme element pendant Tunite de temps est donne par 

rfU cosa 



'1 



dp cos(n, dd) 



Soil maintenant ? la temperature du milieu dans lequel le corps est 
place, temperature que nous supposons peu difleronte de la tempera- 
ture U, la deperdition de cbaleur par suite de cette difference de tempe- 
ratures, a travers Telement exterieur de surface, pendant Tunite de 
temps, sera egale a 

on a done I'equation aux limites 

rfU cosa 



dp cos(/i, dcr) 



= o. 



(32) ©(U-O-^ttV 

Consequences des equations precedentes. — i° Si le sysleme des coor- 
donnees curvilignes est orthogonal, I'equation (3i) devient 

(30 ^^'dF=^^'^''±Tp[hJ..dpy 

2® Si le systeme est rectiligne orthogonal, on oblient Tequalion 

i^n^U d f dV\ d / dV\ d / 
(^'^ ^^W = d^Vd^)'^TA''dr)'^Tz['' 



dz 



qui, dans le cas oil le corps est homogene, coincide avec I'equation de 
Fourier. 

3** Si Ton veut obtenir dans le cas general Tequation des temperatures 

stationnaires, il faut poser nuUe la derivee -jj- dans Tequation (3i), 
et Ton obtient I'equation suivante : 

^^^^ lTp[l^VTp-^^'^7ljr'^''^'''rp.''^^^^ 

17. Des parametres differenliels du premier et du second ordre d'une 
fonction donnee. — Soit U une fonction des coordonnecs du point, 
M. Lame appellc parametre differentici du premier ordre de la fonc- 



aSo 
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tion U, la somme des carres des derivees de cette fonction par rapport 
aux variables x^ y, z; parametre differentiel du second ordre de la 
mcme fonction, la somme de ses derivees secondes par rapport aux 
memos variables, de sorte qu'en representant par A,U, AjU ces deux 
parametres, on a 

. ,, rfU' rfU» rfU' ^ ,, rf»U d'V rf»U 
dx^ dy^ dz^ dx* d)^ dz^ 

On se propose de trouver les expressions de ces parametres differen- 
tiels, lorsqu'on passe des coordonnees a?, y, z aux coordonnees curvi- 
lignes quelconques/9, p^, p^. 

Si Ton eleve au carre les trois equations contenues dans le type (|3) 
du n^ 11, etqu'on les ajoute, on obtient 

rfU' . VrfUrfU 



, U = > -J— li^-k-iy -J- J- fit hi COS0. 
^ op ^ dpi dpi 



On deduirait des formules contenues dans le memo numero I'expression 
de AjU, mais il est evident que cette transformation resulle aussi de 
Tequation (3i). En effet, dans le cas d'un corps homogene rapporte k 
des coordonnees rectilignes orthogonales, I'equalion (3i") donne 

CD rfU . ,, 

TT dt 

or, si le memo corps est rapporte a un systeme quelconque de coor- 
donnees curvilignes, la meme equation donne d'apres la relation (3i) 

71 di^Zt dp\ N /' 
on a done pour Texpression du parametre differentiel du second ordre 

Si le systeme est orthogonal, on obtient 

qui coincide avec celle qui a ^te donnee par M. Lame. 
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Si, dans le cas general d'un systeine quelconque de coordonnees. on 
suppose la fonction U egale a p, on Irouve 

si le systeme devient orihogonal, on retombe sur Tcqualion de M. Lame 
[logons sur les Coordonnees curvilignes, p. 21) 

A,p^A/i./i,jL_-^_ (3). 

Nous ne poursuivrons pas les applications que Ton peut faire de nos 
formules aux differentes theories de physique mathemalique et en par- 
ticulier a la theorie de Telasticite. Les applications que nous avons 
failes suffisent pour montrer Tutilite de notre analyse en general, el en 
particulier la facilite avec laquelle elle se prele a Tetude des courbos 
rapportees k un systeme quelconque de coordonnees. 



SUR LA 



ROTATION DES CORPS SOLIDES, 



Par M. R. RADAU. 



On connail I'admirable theorie de la rotation des solidcs qui est due a 
Poinsot. Jacobi, reprenant les recherches de Rueb (*), adonne dumeme 
probleme une solution analytique magistrate (**). Apres avoir exprimc 
lesneuf cosinus des axes principaux en fonction du temps, il fait voir 
que le mouvement du corps autour d'un point fixe se compose d*une 
rotation osciUatoire autour de trois axes X, Y, Z (dont le dernier seul est 
fixe), et d'une rotation progressive des axes X, Y, qui lournent dans le 
plan invariable autour de Taxe Z avec une vitesse uniforme. La rotation 
osciUatoire ne depend que d'un argument proportionnel au temps etde 
deux constantes. En i85o, M. Richelot a traite le probleme a un autre 
point de vue, en deduisant toutes les integrates de la solution d'une 
equation aux derivees partielles (***). Tout recemment M. Sylvester (*'**) 
a essaye d'appliquer au meme sujet des considerations nouvelles qui 
I'ont conduit a des resultats interessants, a cote d'autres dont Texacti- 
tude pent etre contestee. Avant de les discuter, je rappellerai d'abord 
les formules qui se rapportent a cette question. 

I. 

Lorsqu'un corps solide qui n'est sollicite par aucune force accelera- 
trice tourne autour d'un point fixe apres avoir ete ebranle par un cou- 



(*) De motu gyratorio; Utrecht, i834. 

(** ) Sur la rotation d'un corps [Comptes rendus des seances de VAcademie des Sciences ^ 
juillet 1849; — Journal de Crelle^ t. XXXIX). 

(***) Eine neue Loesung des Problems der Rotation,,,, (Memoires de TJeademie de 
Berlin, ann^e i85o, p. i a Sg. — Monatsberichte, 1 85 1, p. 188). — Lettre de M. Richelot 
a Jacobi (Jacobi, Math. fVerke, t. H, p. 353). 

(****) On the motion of a rigid body (Ptulosopfijical Transactions; 1866). 

Annates scientifiques de Vtcole Normale supirifiure. Tome VI. 3o 
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pie (I'impulsion K, rellipso'ide cenlral route sans glisser sur ud plan 

parallele a celui du couple et situe a la distance P= ^ du centre. 

H est la constante des forces vives; on verra plus loin que le para- 
metre P ne depend que des moments d'inertie et de la direction du choc 
par rapport aux axes principaux. Le rayon R mene au point de contact 
de Tellipsoide est Taxe instantane de rotation; la vitesse de rotation u 

est egale a R yH, elle a une composante constante PyH = j7 aulour de 

la hormale P abaissee du centre sur le plan tangent, qui est le plan du 
couple d'impulsion et le plan invariable du mouvement. 

Soient A, B, Cles moments d*inertie du corps, Tequation de Tellip- 
soide central sera Kx^ -+- Bj^ -i- Cz^ = i , et en designanl par ar, y^ z les 
coordonnees du point de contact, par a, jS, y les cosinus des angles 
que la normale P fait avec les axes principaux, on aura les relations 
geometriques 

a' fi^ v' 

Je supposerai toujours que les quantites -ry g> P*, ^ se succedent par 
ordre de grandeur. Soit alors 



b'- a 



rt»- 


P' ' 

I 1 


p. L 

1 1 




A C 


B~ C 






les formules (2) nous permettent de poser 



(3) (x = acosi,y (3 = 6sin$, y = ^i — - a^ A^. 

Si nous designons par/?, q, ries rotations autour des axes principaux, 
nous avons 

ou 
(5) V^^^Cr^j^ 

a S y 
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et 

(6) kp' 4- Bg»4- C/» — H, A»/?»-+- B»5'4- 0/'== K'. 

Ce sont les integrales des forces vives et des aires. Les equations difTe- 
rentielles du probleme sont les suivantes : 

(7) A^==(B-C)^r, Bg = {C-A)r/., C^=(A~B);>9, 

et si Ton designe par vpi, ^^, ^^ les longitudes des axes principaux 
(ou celles des noeuds des plans principaux) sur le plan invariable, 

/ \ rfvj;, __ p^M-_yr d^ yr -hap d^^ _^ap -h ^q 

^^' Hf'" (3' -h y' ' IT^Y^To^^ W a^' -4- j3' ' 

On a d*ailleurs 
igbis) iang(iJ;,-+,) = ^, lang(^3 - i];,) = -^, tang(vj;, - ^0= ^• 

Les trois equations (7), avec deux des equations (8), determinent 
les quantites p, q, r, a, J3, 7; les longitudes ^ se trouvent ensuite par 
des quadratures a Taide des equations (9), et il sut&t d'en connaitre 
une, par exemple v[/3, pour qu'on puisse a chaque instant determiner 
la position du corps dans Tespace. Les equations (5) et (8) donnent 

et si nous introduisons la variable ? par les formules (3), nous avons 

(II) J^ ^ = u = n{i-hzh 

en faisant 

Par 3uite 



a=racosain«, (3 = 6sinam^/, y = v^i — -tt-Aam«/. 

Les angles qui determinent la position des axes priifcipaux par rap- 
So. 
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port k la normale P au plan invariable ne dependent done que de I'ar- 
gument m = /i(/ -+- t) et des deux eonstantes a, b (ce sont les sinus des 
angles que Taxe des z fait avee P au moment oil Taxe des y ou Taxe 
des X est couche sur le plan invariable). L'une des Equations (9) don- 
nera ensuite 

^ ^ K a'cos'5 -+- * sm»4 ^ 

Les longitudes ^1, ij^a, et la longitude 1^4 de Taxe instanlane R s'expri- 
mentd'une maniere analogue. On a, par exemple, 



^ ' ^ K 6»--A*sm*5 Ag 

Les eonstantes a, 6 ne changent pas de valeur, si les quatre quantites 

A ' b' r' ^^ ^^"^ remplacees par 

±:;x(l-x), ±/x(l-x), ±/x(i-x)> ±fx(P'--»; 

« 

ce qui revient a substituer k Tellipsoide central (ABC) un ellipsoide^em- 
blable^ confocal ou contrafocal (suivant I'expression de M. Sylvester), 
avec un plan invariable parallele k Tancien. Nous supposerons que K 
ne change pas, d'oii il suit que H sera remplace par ±: |ul(H — XK*). 

Si, en meme temps, on ecrit d= — a la place de dt^ les equations (2), 

(10) et (i2)montrent que a, J3, 7 ne sont pas changes, mais que les lon- 
gitudes ^ sont diminuees d'une quantite XK/, proportionnelle au temps. 

Jacobi introduit Targument a, defini parl'equation cosam({a) = -9 

et il exprime les neufs cosinus (a, |3, y; a', P', y'; a", |3", y") des axes 
principaux, rapportes aux axes X, Y, P, par lesfonctions © des argu- 
ments u et «a. Les axes mobiles X, Y peuvent etre choisis de deux ma- 
nieres : on pent leur attribuer la vitesse de rotation (*) 

H ^ Dloge,(ia) 



(*) Je suppose qnp A <C; I'hypolh^se contraire revient ^ des changements de signes 
dans les formules. 
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qui est la vitesse moyenne des projections de I'axe instantaDe R et cfe 
I'axe des z \\q premier terme de -^ et de -^)> ou bien la vitesse 

N, = N — ^> qui est la vitesse moyenne des deux autres axes Me 

premier terme de -4^ et de -4j^; la quantite K, dans cette derniere for- 

mule, est I'integrale elliptique complete de la premiere especej. Les 
expressions des longitudes ^, rapportees a une droite fixe, sont 

I XT. . ' 1 0(w-+- la) 
^ 11' ^ 0(m — la) 

et ainsi de suite. Ges formules ont ^te developp^es par Jacobi en series 
rapidement convergentes qui permettent de determiner avec precision 
toutes les circonstances du mouvement rotatoire (*). 



II. 

Consid^rons maintenant deux corps dont les ellipsoldes centraux 
soient semblables et 6galement inclines sur le plan invariable; les rap- 
ports T • d" • p • P' seront les memes pour les deux systemes, et les de- 

R H 

placements angulaires 0) {// = p yr dt seront identiques pendant des 

K 

temps proportionnels k tt- 

Supposons, d'un autre cote, avec M. Sylvester, que les quantites A, 
B, C, P et A|, B|, C|, Pf soient dans Tune des deux relations exprimees 
par la formule 

selon qu'on prendra le signe superieur ou le signe inferieur, les deux 
ellipsoides centraux repr^senteront deux surfaces homofocales ou con- 



(*) On trouve un exemple de calcul dans le Recueilde Formules et de Tables de M. Houel, 
p. Lxvi de V Introduction, 
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trafocales. Pla^ons les deux corps de maniere que leurs axes princi- 
paux soierit paralleles, et mettons-Ies en mouvement par deux couples 
(K) de grandeur et de direclion identiques; les plans invariables seront 
paralleles, et les equations (2) montrent que la condition P^ q: PJ = X 
sera satisfaite. Dans la suite du mouvement, les axes principaux cesse- 
ront d*etre parallMes, mais ils resteront egalement inclines sur les plans 
invariables, puisque les cosinus a, |3, 7 ne changent pas par la substitu- 
tion de A,, B|,..., k la place de A, B,.... Les longitudes ^ ne difTere- 
ront que par un terme KX/; on ramenera done les axes au parallelisme 
en faisant pivoter Tun des corps autour de la droite Pd'un angle pro- 
porlionnel au temps ecoule. 

Supposons maintenant que (A<B|C|) represente simplementune sur- 
face homofocale et concentrique avec Tellipsoide central (ABC). Les 
axes des deux ellipso'ides resteront confondus, (ABC) roulera sans glisser 
sur son plan invariable, mais (A| B4 G|) roulera et glissera sur le plan 
parallele. En effet, si Tellipsoide (A,B|C,) pouvait tourner librcment, 
il tournerait autour du rayon de contact Rj, les longitudes des axes qui 
correspondent a C et C| differeraient d'une quantity egale a KX/, et 
Ton ramenerait les deux ellipsoides au parallelisme en faisant pivoter 
(A|B|C,) aulour de P d'un angle egal a cette quantite. Mais Tellip- 
soide (Ai B| C«) est forc6 de suivre le mouvement de (ABC), il tourne 
autour du rayon R, et ce dernier n'aboutissant pas au point de contact 
de (A|B<C, ), Tellipsoule (A,B|C,) glisse en meme temps qu'il roule. 
Ce mouvement pent se decomposer en deux autres : 1*^ la rotation sans 
glissement de (A, B| C,) suppose libre; 2^ le glissement KXsur le plan 
tangent. Si nous supposons que Tellipsoide (A^Bi Cf) entraine son plan 
au lieu d'y glisser, la rotation de ce plan marquera le temps ecoule* 
comme le ferait un cadran mobile. Rien n'empeche d'ailleursde prendre 

X = p et p- = o, de maniere que Tellipsoide auxiliaire se reduise ^ une 

ellipse. Cette remarque ingenieuse de M. Sylvester vient completer Tap- 
pareil cinematique de Poinsot, en fournissant le moyen de representer 
le temps aussi bien que la Vitesse de rotation. M. Sylvester demontre 
le meme theoreme geometriquement, en rappelant que les points de 
contact d*ellipsoides bomofocaux avec des plans parallMes sont situ^s 
sur une byperbole equilatere qui a la normale P abaissee du centre 
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pour asymptote, et en d^composant la rotation ^HR = KPR aulour de R 
en une rotation KP| R( autour de R| et une rotation KX aulour de P. 

Pour revenir au cas des deux corps libres dont les conslantos sont 
dans la relation exprimee par la formule (14)9 il est clair que Ton peut 
choisir A«,Bi»Gf de manierea remplir une condition donnee; on peut, 
par exemple, prendre A, h-B, = C,, relation qui caracteriseTellipsoide 
central d'un disque infmiment mince. Designant les moments d'inerlie 
(toujours positifs) du disque par Aq, Bo, G^, on aura 

et ces relations determinent lesquantitis A©, B^, C^ en function de A, 
B, C. On trouve 



A C ~AaCp B C ~"B„Cp Co V \A C) \B c) 

Les signes superieurs devront etre clioisis lorsque C sera le plus grand, 
les signes inferieurs lorsque C sera le plus petit des trois moments 

d'inertie, la constante P^ 6tant toujours comprise entre g-el -,• Ensuile 

A, u~"Va c/ h« Co""\B CI 

Le mouvement d'un corps quelconque peut done etre decompose en 
un glissement KX^, (qui est une rotation autour de Taxe P) el une rota- 
tion identique k celled'un disque dont les moments d'inerlie sont A„, 
Bq, Co- La rotation d*un disque a d'ailleurs une composante constante 
autour d'un axe situ6 dans le plan du disque; en effet, les deux equa- 
tions (6), appliquees au mouvement d*un disque, donnent 

d'oii il suit que la composante \'p^ -h q^ est egale a une constante. II se 
trouve aussi que le mouvement du disque ne depend que de trois para- 
metres. En effet, les equations (2), jointes aux suivantes : 
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nous apprennent que les cosinus a, /3, 7 et le8 angles ^ dependent des 

quatre parametres APS BPS CPS KP'^= ^ t, qui se reduisent ^ trois 

lorsque nous avons A 4- B = C. M. Sylvester en eonclut que le mouve- 
ment rotatoire de tous les corps imaginables.pourrait etre reduit en tables 

a triple entree dont les trois arguments seraient les parametres A^PJ, 

H 

BoPo^^Y^ ^^^ faisant abstraction du glissement KX^). Cette reduc- 
tion, a laquelle M. Sylvester parait attacher beaucoup d'importance, r6- 
sultait cependant des formules de Jacobi. En efTet, les trois parametres 
du disque remplacent simplement a, h^ nt^ ou bien k^ a, u. On trouve 

a b a-^b K n ^-., , 

Aq Uo ^9 v-'o yi — Or 

Ho ^ I-t-«6 jr-. H_H, 

K v^i — fl» K^K 



Pour la composante s/p^ 4- q^ de la rotation du disque, on aurait encore 

>— ^a-h b a-hb 



t^« V I — 0} 

On voit que les trois parametres se reduisent a ceux qui figurent dans 
les formules connues. Mais M. Sylvester va plus loin, il pense que le 
probleme pourrait se resoudre par Tobservation directe du mouvement 
d*un cllipsoide materiel, roulant sur un plan fixe, en meme temps qu'il 
tournerait autour de son centre egalement fixe. On nese figure pas fa- 
cilcment par quel artifice on fixerait le centre d'un ellipsoide materiel. 
Mais cela fut-il possible, Tanalyse par laquelle M. Sylvester croit de- 
montrer qu'un ellipsoide place dans ces conditions tournerait exacte- 
ment cgmme un corps libre ayant un ellipsoide central semblable, cetie 
analyse souleve les plus graves objections. M. Sylvester commence par 
supposer que la pression et le frottement sur le plan fixe ont une resul- 
tante qui passe par Taxe instantanc, il admet done que cet axe coincide 
avcc le rayon de contact; mais cela implique que Tellipsoide mate- 
riel rouie sans glisser, c'est-a-dire qu'il se meut exaclement comme Tel- 
lipsoide central d'un corps libre, et que les deux problemes comportent 



DBS CORPS SOLIDES. ^4 1 

les mimes integrates. M. Sylvester tire effectivement de ses equations 
differentielles I'integrale des forces vives pour i'eliipsoide materiel, et 
il dit que ce resullat pouvait se prevoir d'apres les principes generaux 
de la Mecanique. Cela n'est pas exact, car le principe des forces vives 
ne s'applique pas au cas oil il y a frottement. Ensuite M. Sylvester de- 
signe par p le rapport des temps dt et d-: pendant lesquels les deux el- 
lipsoides execulent la meme rotation angulaire: ceh suppose evidem- 
ment qu ils puissent se mouvoir (\' \xne maniere analogue, ce qui n'est ni 
demontre, ni meme vrai. 

Soient A,, B,, C, les moments d'inertie de Tellipsoide central (ABC) 
du corps libre dont les moments d'inertie sont A, B, C; on aura 

(.5) A. = m(l + i), B, = m(i+1), C. =m (l -I- 1), 

oil m est un facteur numerique; les equations (2) donneront 

(16) A, ««-+- B. (3'-f- C. f= ^'"^^'"^^' - niV'= Q, 

et les equations (6) 

{16 bis) A,p'-f-B, g'-hC, /'='= m -p- 

Ainsi laforce vive de I'eliipsoide central (ABC) est constante en meme 
temps que celle du corps. La force vive de I'eliipsoide materiel, sem- 
blable a Tellipsoide central (ABC), I'etant aussi d'apres M. Sylvester, il 

en conclut que le rapport p= ^ est une constante, et que les mouve- 

ments ne different que par la valeur de Targument ne. Cctle analogic 
lui parait si importante, qu'il propose d'etudier le mouvement d'ellip- 
soides materiels par des moyens graphiques, en vue d'une application 
au mouvement de rotation de la Terre. 

III. 

Mais le mouvement d'un ellipsoide materiel qui tourne autour de son 
centre suppose fixe en roulant sur un plan tangent fixe suit d'autres lois. 
Nous avonsd'abord les equations (i), (2)et(3), qui disentsimplement 
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que la distance P du centre au plan tangent est constaute; elles permet- 
lent d'exprimer a, p, y par la variable |. SoienI A,, B|, C, les moments 

d'inertie de rellipsoide, dont les axes sont -7=i.> -=> -7=5 la seconde des 

^ V^A v/B v^ 

equations (2), difTerentiee et combinee avec (8) et (i5), donnera en- 
core 

{17) (B.-C.J^-^(C,~A.)|-+-(A.-B.)^ = o. 

a p y 

Comme Tune des trois equations (8) resulte toujours des deux au- 
tres, les cinq equations (2) et (8) ne comptent que pour quatre. 
Nous en aurons trois autres en modifiant les equations (7) par intro- 
duction des couples de resistance et de frottement. Soit J la resistance 
du plan fixe, elle produit un couple dont les composantes sont 

Le frottement est proportionnel k J, ou bien egal a J/, et dirig^ suivant 
la tangente perpendiculaire au rayon vecteur R; ses cosinus sont 

et le couple de frottement J/R a les composantes 



hx--^) 



• • • • 



On trouve d'ailleurs 

^ ^ a' 0' y' 
pi i> J — ^ _L rL -i_ i_ , 

et, par Tequation (16), 

m»P«(R»~P') = A;a'-hB;(3» i-CJy'-Q= 

Les equations (3) donnent 



P'(R'-P') = (p'-i)(£^'U^-^-^-P') 
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de sorte que a, p, y, R s'expriment par la variable |. Les equations (7 ) 
deviennent a present 

(.8) A.^ = (B.-C.)(,r-Pyip)^«^(R.-l),.... 

et si nous les reunissons aux equations (2), (8) et (17)^ nous avons le 
inoyen de determiner les sept inconnues a, j3, y, /?, y, r, J. Ajoutons les 
equations (18), multipliees par a, |3, 7, aux equations (8), multipliees 
par A,/7, B| q^ C, r, et prenons Tintegrale, nous aurons 

Si k frottement itait nul (/= o), on aurait I'integrale des aires 

(19) A, «/? 4- B, Pg 4- C, y r = F, 

oil F signifie une constante arbitraire. Dansce cas^ on aurait aussi Fin- 
tegrale des forces vives 

(20) A,p'-+-B,g'-4-C.r'=H. 

Les equations (19) et (20), combinees avec (16) et(8), donneraient 

b,c,(^)Vc,a,(^^)'h-*,.,(^J)=hq-p.. 

Ensuite 

«(/« : (3rfp : y rfy :: B, — C, : C, — A, : A. — B,. 

On tire de la 

(21) Q_^)^^iQ:Zp;nrf/=^^S, 

oil 

S = 2A.B,(A, -B,)»a»(3* = Q2AJa^-(2A;«^^ 

En introduisant k la place de a, |3, 7 la variable |, od trouve 

^-m ABC LU BCJ^'"^^\^^ACJ^***^J' 

et en faisant 



''• = -'(5-^)(i-^')(**^-'''^' 



3i. 
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on a 

(9.2) nJ=J'-^^^S. 

Le temps est donne par une integrale Abelienne. Les rotations />, 9, r 
se determinent par les formules 



(23) Q^ = FH-(A.Q~2A;a»)i/ 



— p. » • 



Enfin, la resistance J peut etre calculee a I'aide dc I'equation 



(24) J 



A,B, C, jyO] 

A, 



On voit combien le mouvement de noire ellipsoide materiel differe 
decelui d'un corps libre. 

IV. 

Pour terminer, reprenons encore le probleme du corps libre, dont 
il nous reste a completer la solution. Le nombre des equations diffe- 
rentielles strictement necessaires etant de six, le probleme comporte 
six constantes arbitraires. En rapportant tons les angles au plan inva- 
riable, nous avons restreint le nombre des constantes a quatre : H, K, t 
et la constante que Ton peut ajouter aux longitudes ^; niais nous pou- 
vons encore disposer des deux qui determinent la position du plan in- 
variable par rapport a un plan fixe donne, et qui sont : Tinclinaison c 
et la longitude du noeud g. Je ferai maintenant 

a = sin0sin<p, (3 = sinOcos<p, y = cos6, 

j'ecrirai 4^ a la place de ^,, et je supposerai que d, 9, «{/ sont les angles 
qui determinent la position des axes par rapport au plan fixe donne, puis 
^o> 7o» ^0 les.memes angles rapportes au plan invariable. Ces derniers 
sont alors des fonctions connues du temps. Les formules du § I donnent 

n(/H-T) = u, cos9o= ^i — a'Aami/, iang9, =r: j- cotamw. 

La valeur de ^^ pourrait se tirer de Tequation (13), mais Tune des 
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equations (9) donne aussi 

o 

(25) rf^j^„ -f- COS0, rf9o ~ T- rf/, 

d'oii 

(26) q;^ =3 -_.>_/ ros0orf9o. 

(Nous n'ajoutons pas de constanle, parce que •];„ n'est plus une variable 
du probleme : ce n'est ici qu'un angle auxiliaire.) Les angles 6, S„ 
etant les inclinaisons du plan des x, y sur les deux plans fixes, et c 
rinelinaison mutuelle de ces plans, nous avons un triangle spheriquo 
oil le cote oppose a c est y,, ~ 9; par consequent, 

(27) COS0COS0, -h sin9sin0ocos(<p« — 9) = cose, 
ou Lien « 

(28) sin0(asin9cosama + 6cos9 sinamw)-+- cosSy^ — fl'AamM=3 cosr. 

Si nous designons par V, ^o les cotes opposes a tt — 5o, 6, ils seronl 
determines en fonction des variables 5, 9o, y, 90 par les relations 

, , sinH^o sinH^ sin(9„— 9) 

^ ^ sin0 sin 60 sine 

OU bien 

„, COSCCOS0 — COS 0a 
cos *F = -. :— . t 

sincsind 
On aura ensuite 

en designant par g^, g^ deux constantes arbitraires. Les equations (27) 
et (3o) representent trois integrales qui, ajoutees aux deux inlr- 
grales (6) et a Tintegrale du temps 

(3i) i^,r:^'i, 

n 

completent le nombre des six integrales demandees. Elles renferment 
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les six constantes H, K, c, t, g, go. Mais nous pouvons aussi considerer u 
comme une fonction des variables 6, f et des trois constantes H, K, c, 
definie par {'equation (28). Des lors, do* ^c ^0 seront egalement des 
fonctions de 0, 9, H, K, c, et les integrates (3o) et (3i) peuvent etre 
considerees comme etant de la forme 

/ + T=/{e, 9, H, K, c). 

On arrive au meme resultat en prenant pour point de depart I'equa- 
tion aux derivees partielles du probleme de la rotation. Les trois quan- 
tites pf q, r s'expriment par les derivees 0\ y', ^' des angles B, (f, ^ -a 
Taide des formules connues 

p --a>|/' -f- cos<p0', j=: (34''— sin<p0', r=iy^''\' 9'. 

Ces valeurs etant substituees dans I'expression de la force vive 
on pent introduire comme variables les derivees partielles 



Soil encore 



_ dT _ dT dT 

**~(^9'' ^'^d&' ^'~d^' 



(v = '^ — :— T — 9 f=scos9 -^wsinO, 



on aura 



s ~ Cr = Kcos^o, 

V = Apcos(^ — Bq sin9 = Kslndo sin(9« — 9), 

w— Kp sin 9 -hBgcos9 = KsinepCos(9« — 9), 
et 

(32) 5^ -h v= 4- w' = K'. 

L'equation (27) donne encore 

(33) /=Kcosc = F; 
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c'est Tune des int^gralcs des aires, et nous pouvons introduire F a la 
place de c comme troisifeme arbitraire qui s'ajoute aux constantes H, K. 
L'integrale des forces vives prend la forme 



/o/» ** ,/cos*9 sin*9\ ,/sin'9 cos'cpX 

(34) -+..(^_^4-_^j+«,.^_? + _^j 



4-f<v(- — ^1 sin2©=r H. 



Pour deduire de (34) Tequation aux derivees partiellesdont la solu- 
tion V fournit les six integrales du probleme, nous devons y remplacer s 

par ^» s^ par ^> et/ (contenu dans w) par ^^ mais celle derniere 

derivee ^tant une constante, puisque ^ ne figure pas dans (34), nous 
pouvons ecrire F a la place de/. Des lors, les equations (34) et (33) 
permettent d'exprimer s q\v par 0, ip, H, K, F, et nous aurons (*) 



V=:-|H/4-F 



' + -+-/ (^rf? 



vdQ). 



En substituant pour 5, v les expressions trouvees plus haut, nous avons 

V=:— |H/-+-Fv^-f-K fcoseo ^<p«-f K M— cos 0„ c/(9o— 9) h- sin B, sin(9o — 9) iiO\. 

Or, dans le triangle spherique dont les angles sont c, 5, 7: — Co, et les 
c6tes correspondants 90 — 9> ^o» ^» nous avons, par une formule 
connue, 

(35) rfVa — coscrf^=— cos0orf(9« --9)H-sinetfSin(9o — 9)^/9. 

Par consequent, 

(36) V=-jH/H-F(4;~H^")4-KH^o-4-K fcoseorf^o, 

ou bien, en tenant compte de (^6), 



(37) 



V=h(^'-i/)+F(iJ.-Y)4-K(^o-+.). 



(*) Jacobi, Noi^a methodus..,^ p. i5i [Journal de Crelle, 1861). 
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II faut ici considerer a, ^pov ^» ^o comme des fooctions de 9, 9, H, 
K, F, en tirant la valeur de u de Tequalion (28). Les integrales pre- 
mieres du probleme seraient alors 

oil bien 

Kcos0o = C{cp'-+-cose^j;'), 

Les trois inlegrales rinies seraienl 

Pour tirer de (36) la variation c^V par rapport aux conslantes H, K, 
F, nous avons d'abord, en vertu de (35), 

Ensuite, Tequalion 

nous donne 

On trouve ainsi 

(38) dV=i('^-AaH-4-(ij;-¥)3F-h(^o-^«)3K, 

et les integrales sont 

Les fornr^ules qui precedent s'aecordent, aux notations et a la de- 
monstration pres, avee celles que M. Richelot a publiees en i85o, dans 
les Memoires de V Academic des Sciences de Berlin. Quant a la for- 



OES CORPS SOLIDES. 2^9 

mule (38), M. Serret Ta donnee a son tour en i863, mais sans indiquer 
Texpression de V. 

On pourrait aussi prendre s ei P, pour variables independantes a la 
place de 0, 9. En faisant 

V — scosO 



iV 



sind 
5 — F cose 



= v^K^ — s'— v\ 



on aurait 

F sin e = cv -f- «v, cos 0, 5 sin 9 = «', 4- «» cos 9, 

et les variables 6, 9 s*exprimeraient en fonction de^, v par les formulcwS 
suivantes : 

dans lesquelles A/>, B^ sont des fonctions de s en verlu des equa- 
tions (6). Si nous designons par A les variations totales (variations des 
constantes et des variables), nous avons 

Ac-f- ivA9 = AcoscpA/)— Bsin9Ag = a, A5 -+- 6, dH -+- c, iK, 
A5-f(vA9=: cos9iF h- sin9Aiv, =a, At'H- 6,dF -f- c,3K, 

et en designant par d les differentielles, par & les variations prises dans 
rhypothese de &(p = ^$ = o, par c^, les variations prises dans Thypo- 
these de cJ, t; = c^, 5 = o, 

ou bien 

3 / (5^9 -f-crf9) = — 3, I ((^ds-hOdv). 
Voici d'ailleurs les expressions developpees des variations A : 

<v, (Aj -f- IV A9) = — wd¥-¥- sin9(K*K— cAv). 

jinnales scientifiques de Vicole Normale supirieure. Tome VI. 32 
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On rctrouve ainsi les formules donnees par M. Lafon {*) en i860, 
ainsi qu'une autre solution que M. Richelot indique dans le Memoirs 
deja cite; traduite dans nos notations, elle pent s'^crire 



V = — jH/ -t- fU — arciang -- ) 



H-^ 



4- K ( arc lang -rp h arciang i^r— r ^ I r=^- . 

Jacob! emploie les menies variables 5, v dans le Memoire surla Theorie 
du dernier multiplicateur (**), oil il etablit aussi les six integrales dii 
probleme sans recourir aux proprietes du plan invariable. 



(*) Memoires de I* Academic de Stanislas^ i860. 

(**) Journal de Crelle, I. XXIX, i845. - Math, H'., t. I, p. 187. 
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Dans ces derniers temps, le public mathematicien a commence a s'oc- 
euper de nouvelles id^es, qui semblent destinees a modifier profonde- 
ment les notions que Ton s'est formees jusqu'a present sur rorigine 
des verites g^onietriques. 

Ces idees ne sont pas de date recente. L'illustre Gauss les avait 
adoptees des ses premiers pas dans la carriere scientifique, et bien 
qu*aucun de ses ecrits n'en contienne Texposition developpee, ses let- 
tres nous monlrent k quel point il s'y etait attache, et nous temoignent 
de sa pleine adhesion a la doctrine de Lobatchefsky. 

Nous avons cherche ^ nous rendre compte a nous-meme des resultats 

auxquels conduit cette nouvelle doctrine; et, suivant un procede qui 

nous semble tout a fait conforme aux bonnes traditions de Tinvestiga- 

3i. 
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lion scientifique, nous avons essaye de lui trouver une base rSelle. 
Nous croyons y avoir reussi pour la partie planim6trique; mais il nous 
semble impossible d*y parvenir dans le cas de trois dimensions. 

Le present M^moire est destine principalement a developper la pre- 
miere de ces theses; quant a la seconde, nous nous contenterons pour 
le moment de quelques indications, pour que Ton j^uisse mieux juger 
du sens que nous attachons a notre interpretation. 

Pour ne pas interrompre trop souvent la suite de notre exposition, 
nous avons renvoye a des Notes speciales, plac^es a la fin du Memoire, 
les explications relatives a certains resultats analytiques sur lesquels 
nous devons nousappuyer. 

I. 

Le criterium fondamental des demonstrations de la Geometric el^ 
mentaire consiste dans la superposition des figures Sgales. 

Ce criterium n*est pas seulement applicable au plan, mais aussi a 
toutes les surfaces sur lesquelles il pent exister des figures egales dans 
differentes positions, c'est-a-dire a toutes les surfaces dont une por- 
tion quelconque pent etre appliquee exactement, par simple flexion, 
sur une autre portion quelconque de la surface elle-meme. On voit, en 
efTet, que la rigidite des surfaces sur lesquelles les figures sont tracees, 
n'est pas une condition essentielle de Tapplication de ce criterium ; 
par exemple, Texactitude des demonstrations de la Geometric plane eu- 
clidienne ne serait en rien alteree, si Ton venait a concevoir les figures 
comme tracees sur la surface d'un cylindre ou d'un cone, au lieu de 
Tetre sur un plan. 

Les surfaces pour lesquelles se verifte sans restriction la propriete 
dont il s'agit, sont, en vertu d'un theoreme celebre de Gauss, toutes 
cellesqui ont en chacun de leurs points le produit de leurs deux rayons 
de courbure principaux constant, ou, en d'autres termes, toutes celles 
dont la mesure de courbure est constante. Les autres surfaces n'ad- 
mettent pas sans restriction Tapplication du principe de superposition 
pour la comparaison des figures qui y sont tracees, et, par suite, ces 
figures ne peuvent avoir une structure entierement independante de 
leur position. 
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L*el^ment le plus essentiel des figures et des constructions de la 
G6omelrie est la ligne droile. Le caractere specifique de cette ligne 
est d*etre completement determinee par deux deses points seulement, 
en sorte que deux droites ne peuvent passer par deux points donnes de 
Tespace sans coincider dans toute leur etendue. Cependant, dans la Geo- 
metrie plane, ce caractere n*est pas employe dans toute son extension, 
puisque, en regardant les choses de pres, on voit que la droite n'est in- 
trodiiite dans les considerations de la Planimelrie qu'en vertu du pos- 
tulat suivant : < En faisant coincider deux plans, surcbacun desqueis 
existe une droite, il snifitque les deux droites se superposent en deux 
points pour qu'elles se confondent dans toute leur etendue. > 

Orce caractere, ainsi limite, n'estpas particulier aux lignes droites 
par rapport au plan ; il subsiste encore ( en general) pour les lignes geo- 
desiques d*une surface de courbure constante, par rapport a ces surfaces. 
Une ligne geodesique a dejk sur une surface quelconque la propriete 
d'etre (generalement parlant) determinee sans ambiguite par deux de 
ses points. Mais pour les surfaces de courbure constante, et pour elles 
seules, subsiste integralemeht la propriete analogue a celle de la droite 
dans le plan, c'est-a-dire que : < Si Ton a deux surfaces dont la courbure 
soit constante en chaque point, et egale pour les deux surfaces, et si 
sur chacune d*elles existe une ligne geodesique, en faisant coincider 
les deux surfaces de maniere que les lignes geodesiques aient deux 
points communs, ces lignes coincideront (generalement) dans toute 
leur Etendue. > 

II s*ensuit de la que, sauf les cas dans lesquels cette propriete est su- 
jette a des exceptions, les theorenies que la Planimetrie demontre, au 
moyen du principe de superposition et du postulat de la droite, pour 
les figures formees sur le plan, subsistent egalement pour les figures 
formees d'une maniere analogue sur une surface de courbure constante 
par des lignes geodesiques. 

G*est sur cela que sont fondees les analogies multiples de la Geome- 
triede la sphere avec celle du plan, les droites de celui-ci correspon- 
dantaux lignes g6odesiques, c'est-a-dire aux grands cercles de celle-la, 
et ces analogies ont 6t6 depuis longtemps dejk remarquees par les 
geometres. Si d'autres analogies, d'espece difTerente, mais de meme 
origine, n'ont pas 6te pareillement remarquees tout d'abord, il faut Tat- 
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tribucr a ce que la notion de surfaces flexibles et applicables les unes sur 
les autres n*est devenue familiere que dans ces derniers temps^ 

Nous avons fait allusion a des exceptions qui peuvent detruire ou 
restreindre Tanalogie en question. Ces exceptions existent reellement. 
Sur la surface spherique, par exemple, deux points cessetit de deter- 
miner un grand cercle sans ambiguite, quand ils sont diametralement 
opposes. Cest pour cette raison que certains theoremes de la Planim^ 
trie n'ont pas leurs analogues sur la sphere, comme, par exemplet le 
suivant : c Deux droites perpendiculaires a une troisieme ne peuvent 
se rencontrer. > 

Ces reflexions ontete le point de depart de nos recherches actuelles. 
Nous avons commence par remarquer que les consequences d'une de- 
monstration embrassent necessairement la categoric entiere des etres 
dans lesquels existent toutes les conditions necessaires pour sa legiti- 
mit^. Si la demonstration a ete congue en vue d'une categoric deter- 
min^e d'etres, sans que Ton y ait effectivement introduit les determi- 
nations qui particularisenl la categoric elle-meme vis-^-vis d*une cate- 
goric plus etendue, il est clair que les consequences de la demonstra- 
tion acquierent une g^neralite plus grande que celle que Ton cherchait. 
Dans ce cas, il peut tres-bien arriver que quelques-unes de ces conse- 
quences semblent inconciliables avec la nature des etres que Ton a eus 
specialement en vue, d'autant que certaines proprietes, qui subsistent 
generalement pour une categoric donnee d'6tres» peuvent se modifier 
notablement, ou meme disparaitre tout a fait, pour quelques-uns de ces 
etres en particulier. S'il en est ainsi, lesr^sultats deg recherches aux- 
quelles on s*est livre presententdes contradictions apparentes, que Tes- 
prit ne peut comprendre, s'il ne commence par s*apercevoir de la trop 
grande g^neralite de la base de son investigation. 

Cela dit, considerons les demonstrations de la Planimetrie qui se fon 
dent uniquement sur I'usage du principe de superposition et sur K 
postulat de la droite, telles que sont precisement celles de la Planime- 
trie non euclidienne. Les resultats de ces demonstrations subsistent sans 
restriction dans tons les cas pour lesquels subsistent ce principe et ce 
postulat. Ces cas sont necessairement tons compris, d'apr^s ce qu*on a 
vu, dans la doctrine des surfaces de courbure constante; mais ils ne 
peuvent se verifier que pour celles de ces surfaces dans lesquelles au- 



DE LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE. 



255 



cune exception n'a lieu aux hypotheses de ces demonstrations. L*exis- 
tence du principe de superposition ne souffre d*exception pour aucuue 
de ces surfaces. Mais pour ce qui regarde le postulat de la droite (ou 
pour mieux dire, de la ligne geodesique), nous avons deja remarque 
qu'il se rencontre des exceptions surla sphere, et par consequent sur 
toutes les surfaces de courbure constante positive. Maintenant ces ex- 
ceptions existent-elles aussi sur les surfaces de courbure constante ne- 
gative? En d'autres termes, peut-ii arriver, sur ces dernieres surfaces, 
que deux points ne determinent pas une ligne geodesique unique? 

Cette question n'a pas ete examinee, que je sache. Si Ton pent 
prouver que de telles exceptions ne sont pas possibles, il devient evident 
a priori que les theoremes de la Planimetrie non euclidienne subsistent 
sans restriction pour toutes les surfaces de courbure constante negative. 
Alors certains resultats qui semblaient incompatibles avec Thypothfese 
du plan peuvent devenir conciliables avec celle d'une surface de Tes- 
pece en question, et recevoir par la une explication non moins simple 
que satisfaisante. En mSme temps, les determinations qui produisent le 
passage de la Planimetrie non euclidienne a la Planimetrie euclidienne 
peuvent s^expliquer avec celles qui specifient les surfaces de courbure 
nulle dans la serie des surfaces de courbure constante negative. 

Telles sont les considerations qui nous ont servi de guides dans les 
recherches suiva'ntes. 

II. 
La formule 

represente le carre de Telementlineaire d'une surface dont la courbure 

spherique est partout constante, negative et egale a — »,* La forme 

de cette expression, bien que moins simple que celles d'autres expres- 
sions equivalentes, que Ton pourrait obtenir en introduisant d'autres 
variables, a Tavantage particulier (tres-important pour notre but ac- 
tuel), que toute Equation lineaire par rapport a u et a (^ represente une 
ligne geodesique, et que, reciproquement, toute ligne geodesique est 
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representee par une equation lineaire entre ces variables. {Voyez la 
Note 1 a la fin de cet article.) 
En particulier aussr les deux systemes coordonn^s 

u ==. const. > c = const. 

sont formes de lignes geodesiques dont il est facile de reconnaitre la 
disposition mutuelle. En appelant, en effet, Q Tangle des deux courbes 
coordonnees au point (a, v), on a 



(2) cos0= , 9 sin6=— T ^ > 

d*ou Ton tire d = -9 tant pour u = o que pour v ^=^0, Done les lignes 

geodesiques formant le systeme u = const, sont toutes orthogonales a 
la ligne geodesique (^ = o de Fautre systeme, et les lignes geodesiques 
du systeme v = const, sont toutes orthogonales k la ligne geodesique 
M = o de I'autre systfeme. Cela revient a dire que, au point w = i^ = o, 
concourent deux lignes geodesiques orthogonales entre elles 

a = o, c = o, 

que nous appellerons fondamentcUes^ et chaque point de la surface est 
determine comme intersection de deux lignes geodesiques menees par 
ce point perpendiculairement aux deux lignes fondamentales : ce qui 
constitue evidemment une generalisation de la methode cart^sienne or- 
dinaire. 

Les formules (2) font voir que les valeurs admissibles pour les varia- 
bles Uy V sont limitees par la relation 

(3) ii»-hi;»<a». 

Entre ces limites, les fonctions E, F, G sont reelles, monodromes, con- 
tinues et finies, et, de plus, les quantit^s E, 6, EG — F' sont positives 
et difrerentes de zero. Done, d'apr^s ce que nous avons etabli au com- 
mencement du Memoire Swr les variables complexes dans une surface quel- 
conque (* )» la portion de surface terminee au contour qui a pour equation 

(4) a»>f-v>=a» 



(*) Annali di Matematica, a* s^rie, 1. 1. 
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est simplement connexe, et le r^seau form^ sur cette portion par les li- 
gnes g^od^siques coordonnees pr^sente autour de chaque point le ca- 
ractere de celui qui est form6 par deux systfemies de dpoites parallMes 
sur un plan; c'est-a-dire que deux lignes g^odesiques de meme systeme 
n'ont jamais aucun point commun, et deux lignes g^od^siques de sys- 
teme different ne sont jamais tangentes entre elles. II s'ensuit de Ik que, 
sur la region consid^r^e, k chaque couple de valeurs reelles de u^ v satis- 
faisantk la condition (3) correspond un point reel» unique et deter- 
mine; et reciproquement, a chaque point correspond un couple unique 
et determine de valeurs reelles de u^ v satisfaisant a la condition en 
question. 

Si done nous d^signons par x,y\^^ coordonnees rectangulaires des 
points d'un plan auxiliaire, les equations 

etablissent une representation de la region consideree, representation 
dans laquelle k chaque point de cette region correspond un point uni- 
que et determine, du plan, et reciproquement; et toute la region se 
trouve representee a Tinterieur d'un cercle de rayon a, ayant pour cen- 
tre Torigine des coordonnees, et que nous appellerons cercle-limite. 
Dans cette representation, aux lignes geodesiques de la surface corres- 
pondent les cordes du cercle-limite, et, en particulier, aux lignes geo- 
desiques coordonnees correspondent les lignes parallMes aux deux axes 
coordonnes. 

Yoyons maintenant comment est limitee, sur la surface, la region a 
laquelle s'appliquent les considerations precedentes. 

Une ligne geodesique issue du point (m = o, <^ = o) pent etre repre- 
sentee par les equations 

(5) M=rcos|ut, (/ = rsin|ut, 

retjx etant les coordonnees polaires du point correspondant au point 
(tt, (^) de la droite qui represente (sur le plan auxiliaire) la ligne geo- 
desique consideree. Pour de telles valeurs, on tire de (i), jx etant con- 
stant, 

rfp = R- -y dou p= — log > 

Annales scientifiques de VEcole Normale supSrieure. Tome VI. 33 
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p qtant Tare de ia ligne g^odesique, compte a partirdu poiDt(a=(^ = o). 
On peut encore ecrire 

(6) p=--log 



££, (^ etant les coordonnees de la seconde extremite de I'arc p. Le radi- 
cal \/a* -h i'* doit etre pris ici positivement, si Ton veut obtenir la va- 
leur absolue de la distance p. 
Cette valeur est nulle pour r = o; elle va en croissant ind^finiment, 

lorsqu*on fait croitre r ou \/u^ -f- i'* depuis o jusqu'k a; elle devient in- 
finie pour r = a, c*est-a-dire pour les valeurs de u, p qui satisfont a 
Tequation (4)» et elle est imaginaire quand r'^a. II est done clair 
que le contour exprime par Fequation (4)» et represent^ sur le plan 
auxiliaire par le cercle-limite, n'est autre chose que le lieu des points 
a I'infini de la surface, lieu qui peut etre considere cooime un cercle 
geodesique ayant pour centre le point {u = v = o), et dont le rayon 
(geodesique) est infini. Au delk de ce cercle geodesique de rayon infini, 
il n'existe plus que les regions imaginaires ou ideales de la surface, de 
sorte que la region consideree ci-dessus s*etend ind^finiment, et d'une 
inaniere continue dans tons les sens, et embrasse la totalite des points 
reels de la surface. Ainsi k I'interieur du cercle limite se trouve repre- 
sentee toute la region r^elle de notre surface, et cela de telle sorte que, 
tandis que le meme cercle-limite correspond k la ligne de ses points k 
rinfini, les cercles concentriques et int^rieurs au cercle-limite corres- 
pondent aux cercles geodesiques de la surface ayant leur centre au point 

Si dans les equations (5) on regarde r comme constant, jx comme 
variable, ces ^nations conviennent k un cercle geodesique, et la for- 
mule (i) donne 

(7) <y = — ~ — 



v/a' — 



r 



a etant Tare de cercle geodesique repr^sente sur le plan auxiliaire par 
Tare de cercle dont r est le rayon, et (x Tangle au centre, a etant pro- 
portionnel a /x, quel que soit r, on voit aisement que les lignes geodesi- 
ques p font entre elles, a Torigine commune, les memos angles que les 
rayons qui leur correspondent sur le plan auxiliaire, et que la portion 
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de surface infmiment petite qui entoure imm^diatement le point 
{u = i^=o) est semblable a sa representation plane, propriete qui n'a 
lieu pour aucun autre point. 
De Tequation (6) on tire 

(7') r=^a»H- t;»=aiangh 4» el cosh~ = — » 



ip d^ignant la valeur positive du radical \/a* — m* — i^* . En verlu de 
la valeur pr^c^dente de r, T^quation (7) peut s'ecrire 

0- = aRsinh ■£•» 

R 

de sorte que le demi-p^rim^tre de la circonference geodesique de rayon p 
est donne par la formule 

(8) 7rRsinh|, ou lnR\e^-e~V- 

De ce qui precede il resulte que les lignes g^odesiques de la surface 
sont representees, dans leur developpenoent total (r^el), par les cordes 
du cercle-limite, tandis que les prolongements de ces cordes en dehors 
de ce meme cercle n'ont aucune representation (reelle). D'autreparl, 
deux points r^els de la surface sont representes par deux points, ega- 
lement reels, interieurs au cercle- limite, lesquels determinent une 
corde de ce cercle. On voit done que deux points reels de la surface, 
choisis d*une maniere quelconquey determinent toujours une Ugne geode- 
sique unique^ qui est representee sur le plan auxiliaire par la corde pas- 
sant par leurs points correspondants. 

Ainsi les surfaces de courbure constante negative ne sont pas sujettes 
aux exceptions qui ont lieu sous ce rapport dans les surfaces de cour- 
bure constante positive, et, par suite, on peut leur appliquer les theo- 
remes de la Planimetrie non euclidienne. II y a plus, ces theoremes, en 
grande partie, ne sont susceptibles d*une interpretation concrete que si 
on les rapporte precisement a ces surfaces, au lieu du plan, comme 
nous aliens le demon trer tout a Theurc avec detail. Pour eviter les cir- 
conlocutions, nous ^npipeMerous pseudospheriques les surfaces de courbure 
constante negative, et nous conserverons le nom de rayon a la con 

stante R, dont depend la valeur de leur courbure. 

33. 
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III. 

Cherchons premiferement la relation generale qui existe entre TaD- 
gle de deux lignes g^od^siques et Tangle des cordes qui les repr6- 
sentent. 

Soient (a, i^) un point d'une surface, (U, V) un point quelconque 
d'une des lignes geod^siques qui partent du premier point; repr^sen- 
tons les equations de deux de ces lignes par 

V — c; = m(U — a), V — V = ii(U — a). 

En appelant a Tangle des lignes geod^siques au point (u, i^), on a, par 
une formule connue, 

_ (n---m)VEG — F' 
^"^* "" E-h(1l4-m)F4-m/iG' 

ou, pour les valours actuelles de E> F, 6, 

a{n — m]iv 



tang a = 



(n-m/»)a*— (i' — ma)(c — nu) 



En designant par a' Tangle des deux cordes, et par |x, v les angles que 
font ces cordes avec Taxe des x^ on a 

m = tang/Xy /i==tangv, a' = v — fji, 

et, par suite> 

aw sin a,' 

langa=-T 7 ; ; r-, ; :• 

° a'cosa — ((/cosjui — ttsin/:Ji)(('cosy — Msmv) 

Le d^nominateur du second membre reste toujours fini en tout point 
reel de la surface; partant. Tangle a ne pent etre nul que lorsque le 
numerateur est egal ^ zero. Mais sina' n'est pas nul, puisque les deux 
cordes se coupent a Tinterieur du cercle limite et ne se confondent pas 
en une seule droite. Done a n'esi nul que pour fv = o, c'est-a-dire quand 
le point de rencontre des deux lignes geodesiques s'en va a Tinfini. 

On pent done formuler les regies suivantes : 

I. A deux cordes distinctes qui se coupent a Tinterieur du cercle-li- 
mite correspondent deux lignes geodesiques qui se coupent en un point 
a une distance finie, sous un angle different de o et de 180 degr^s. 
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cellcs qui sont representees par les droites /p, rq^ c'est-a-dire les deux 
ligues geodesiques qui partent de r' et rencontrent/^'^' k Tiiifiiii, Tune 
d'un cote, Tautre de I'autre cote. Comme les angles rectilignes rpq^ 
rqp ont leurs sommets sur la circonference du cercle-limite, il s'ensuit 
de la (II) que les angles geodesiques correspondants r'p'q^^ r'q'p' soni 
nuls, bien que les premiers soient finis. Au contraire, retant interieur 
au cercle en question, et situe hors de la corde pqj Ydtugleprq est difr<§- 
rent de o et de i8o degres, et par suite (I) les lignes geodesiques cor- 
respondantes r'//, r'q' forment en r' un angle qui differe aussi deoet 
de 1 80 degres. Done si les lignes geodesiques r'p\ r'tf sont dites /mito/- 
leles a pq\ a cause qu'elles marquent le passage de la categoric de celles 
qui rencontrentj9'^ k la categoric de celles qui oe la rencontrent pas, 
on pent enoncer le r^sultat en disant que : < Par ud point (reel) quel- 

> conque de la surface, on pent toujours mener deux lignes geodesi- 

> ques (reelles), parall^les k une meme ligne g6od6sique (reelle) qui 

> ne passe pas par ce point, et ces deux lignes geodesiques font entre 

> elles un angle qui difl%re k la fois de o et de 180 degres. » 

Ce resultat s'accorde, sauf la difference des termes employes, avec ce 
qui forme la base de la geometric non euclidienne. Pour apercevoir 
immediatement, dans la geometric pseudospberique, Tinterpretation 
des autres enonces de la geometric non euclidienne, considerons un 
triangle geodesique. On sait que, lorsqu'on etudie des figures tracees 
sur une surface non developpable sur un plan, il est souvent k propos, 
pour faciliter rintelligence, de dessiner sur un plan une autre figure, 
qui, sans etre deduite de la premiere suivant une loi geometrique de- 
terminee, sert toutefois k en indiquer approximativement la disposition 
generate, en en reproduisant les relations de situation les plus essen- 
tielles. Pour que la figure indicative remplisse cette condition, il faut 
que toutes les grandeurs, tant lineaires qu'angulaires, de la figure 
donnee s'y Irouvent remplacees par des grandeurs de meme espece 
respeclivement ; il faut, en outre, que les longueurs de deux lignes cor- 
respondantes, et les sinus de deux angles correspondants aient tou- 
jours entre eux un rapport fini; pen importe, d'ailleurs, que ce rapport 
varie arbitrairement d'une partie de la figure k Tautre, pourvu qu'il ne 
devienne jamais ni nul ni infini. li est evident, du reste, qu'avec une 
telle latitude de choix, il convient de faire en sorte que, dans la figure 
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indicatiV'e, le rapport en question ne s'^carte pas trop d'une certaine 
valeur moyenne. 

Gela pos6, si le triangle geodesique dont nous parlions tout a I'heure 
a tous ses sommets k des distances finies, il est clair qu'un triangle 
plan quelconque pent lui servir de representation. Ce triangle plan 
pourrait etre le triangle rectiligne meme qui en est la representation 
sur le plan auxiliaire, triangle qui serait totalement interieur au cercle- 
limite. On pourrait encore^ suivant les circonstances, preferer un tri- 
angle curviligne, dont les angles seraient, par exemple, egaux a ceux 
du triangle geodesique. Mais si Ton suppose que les sommets du tri- 
angle geodesique aillent en s'eloignant indefiniment et passent k une 
distance infinie, il est clair que, tandis que le triangle lui-meme con- 
tinue a etre une figure existant sur la surface, et dont tous les points, 
sauf les sommets, sont k des distances finies, la figure indicative ne sau- 
rait etre finie dans tous les sens, sans violer quelques-unes des condi- 
tions que nous avons formulees. Par exemple, le triangle rectiligne re- 
presentant le triangle geodesique sur le plan auxiliaire aurait ses an- 
gles finis, tandis que ceux du triangle geodesique seraient nuls. Et un 
triangle curviligne dont les cotes seraient tangents entre eux aux som- 
mets violerait pareillement les conditions en question, en ce que, si Ton 
prenait deux points 6, c [fig. 2) sur les cotes qui se rencontrent en un 

Fig. a. 




~»v 



sommet a, on obtiendrait des intervalles a6, he dont le rapport serait 
fini dans le triangle indicatif, infini dans le triangle geodesique. Pour 
faire disparaitre ce disaccord, il faudrait que tous les intervalles ana- 
logues k he fussent nuls dans la figure indicative, ce qui ne pourrait 
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se r^aliser qu'en donnant k celie-ci la disposition de la^?^. 3, oil 
le point concentre en lui seul la representation de tons les points si- 
lues a distance finie dans le triangle geodesique. Une telle figure pour- 
rait etre conQue comme resultant de Tobservation du triangle geodesi- 
que au moyen d'une lentille douee de la propriete (fictive) de produire 



Fig. 3. 




un rapetissement intini. En effet, dans une telle hypothfese, tous les 
intervalles finis apparaitraient comme nuls, et les intervalles infinis 
comme finis. 

Cela s'accorde en substance avec ce que Gauss a remarqu^ dans sa 
lettre du 12 juillet i83i k Schumacher {*), dans laquelle il ajoute 
encore que le demi-perimfetre du cercle non euclidien de rayon p a 
pour valeur 



2 



(^-e 0, 



k etant une constante. Gette constante, que Gauss dit nous etre indiquee 
par Texp^rience comme ayant une valeur tres-grande par rapport k tout 
ce que nous pouvons mesurer, n'est autre chose, suivant notre point 
de vue actuel, et en vertu de la formule (8), que le rayon de la surface 
pseudospherique que nous introduisons a notre insu dans la Planim^trie 
a la place du plan euclidien » toutes les fois que nos considerations 



(*) ^oxez VAppendice k la traduction des £tudes geometriques sur la Theorie des Parol- 
leles de Lobatchefsky, par M. Houbl. 
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s*appuient sur les seuies premisses qui sont vraies a la fois pour !e phui 
et pour les surfaces de la classe en question. 



IV. 

Si nous voulons mainlenant elablir d'une maniere plus concrete I'ac- 
cord de la Geometrie pseudospherique avec la Planimetrie non eucli- 
dienne, il est necessaire d'examiner attentivement I'expression analy- 
tique que nous avons employee pour representer Telement lineaire de 
la surface pseudospherique. Et avant tout envisageons la question 
suivante : c Les deux lignes geodesiques que nous avons appeleesyb/i- 

> ddmentales doivent-elles etre choisies de quelque maniere particu- 

> Here, pour que I'element lineaire ait la forme indiquee ci-dessus? » 
II semblerait, a la verile, qu'on put les choisir arbitrairemenl, 
puisque, si toute portion de surface est superposable d'une maniere 
quelconque a la surface elle-meme, il est clair que deux lignes geode- 
siques orthogonales quelconques, situees sur cette portion, peuvent 
etre amenees a coincider avec deux autres quelconques pareillement or- 
thogonales. Comme la question que nous venous de soulever est essen- 
tielle pour notre but, nous avons cru convenable d'y consacrer la 
Note II, dans laquelle, en demontrant directement que les lignes geo- 
desiques foadamentales sont arbitraires, nous prouvonsen meme temps, 
sans qu'il soit besoin d'admettre aucunes connaissances preliminaires 
sur ce sujet, que toute portion de surface est applicable d'une maniere 
quelconque sur la surface elle-meme. 

En consequence de ce fait et des raisons deja exposees, les iheoremcs 
de la Planimetrie non euclidienne, relatifs aux figures planes rectili- 
gnes, ont lieu necessairement aussi pour les figures geodesiques ana- 
logues tracees sur la surface pseudospherique. Tellessont, parexemple, 
cclles des n°*3-10, 16-24, 29-30, etc., de la Theorie des Paralleles de 
Lobatchefskv. 

Considerons maintenant les deux lignes geodesiques tirees d'un point 
donne, parallelement a une ligne geodesique donnee. Soit & la lon- 
gueur de la normale geodesique abaissee de ce point sur celte ligne 
geodesique. Cette normale divisc en deux parties egales Tangle des 

Annalcs scientifiques de I'tcole Kormale superienre. Tome VI, 34 
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deux paralleles. En effet, si Ton detache la bande superficielle com- 
prise entre la lignegeodesique normale, une des paralleles el la moitie 
correspondante de la ligne geodesique donnee; si on la retourne, et 
qu'on Tapplique de nouveau sur la surface, de maniere que la norniale 
coincide avec elle-meme, tandis qu*une moitie de la ligne geodesique 
donnee se superpose a I'autre moitie, il est clair que la parallele qui li- 
mite la bande doit se superposer k Tautre parallele, sans quoi parle 
point donne on pourrait mener plus de deux paralleles a la ligne geo- 
desique donnee. Appelons angle de parallelisme Tangle forme par cha- 
cune des paralleles avec la normale, et designons-le par A. Pour calculer 
cet angle, faisons usage de notre analyse habituelle, en plaQant Tori- 
gine (w = ^=o) au point donn^, et dirigeant la ligne geodesique 
fondamenlale v^= o normalement k la ligne geodesique donnee, de 
telle sorle que cette derniere se trouve representee par Tequation 

II z=z atangb —> 

comme on le deduit facilement de la formule (8). 

A cette ligne geodesique correspond, dans le plan auxiliaire, une 
corde perpendiculaire a I'axe des x^ coupee en deux parties egales par 

cei axe, et dont une des extremites a pour ordonnee la quantite v • 

cosh vr 

K 

Ce point du cercle-limite determine le rayon qui a pour equation 

X 

r = — 



s.nh- 



et auquel correspond sur la surface une des paralleles considerees; et 
puisque les angles autour de I'origine sont egaux sur la surface et sur 
le plan auxiliaire, on doit evidemment avoir 

!f)) langAsinh -TT = I, 

formule qui contient la relation cherchee entre la distance normale & 
et Tangle de parallelisme A. Elle coincide avec celle qui a ete trouvee 
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par M. Batlaglini (*). Pour la comparer avec celle de Lobatchefsky, il 
suffit de Tecrire sous la forme 

e ^-hue *^colA — - 1 =1: o, 

et d'en lirer 

jt 

- cos A it: I 



e « = 



sinA 



Le signe inferieur est inadmissible, puisque-^ est une quantite reelle; 
done 



■*^2 



ce qui est precisement la formule de Lobatchefsky (**), sauf la diffe- 
rence des symboles, et celle qui provient du choix de Tunite. 

En designant, comme le fait Lobatchefsky (n° 16), par n {z) Tangle 
de parallelisme relatif ala distance normale z, on a, par Tequation (9), 

z 1 z 

(lO) cosh 77 '-= .„, , i Sinh r=j z=r coillz). 

' R sinn(2) R 

Or, d'apres une observation de M. Minding (*'*), developpee par 
M. Codazzi (****), on sait que les formules ordinaires relatives aux trian- 
gles spheriques se changent dans celles qui se rapportent aux triangles 
geodesiques des surfaces de courbure constante negative, lorsqu'on 

multiplie parv^— i les rapports des cotes au rayon, et qu'on n'altere 
en rien les angles, ce qui revient a changer les fonclions circulaires des 
cotes en fonctions hyperboliques. Par exemple, la premiere formule de 
la Trigonometric spherique 

a b c , b . c . 

cos -n = cos 77 cos 77 -h sin -^ sin -^ cos A 



(*) Giornale di Matematiche, t. V, p. aaS. — Nouvdlcs Annates dc MathematUiucs, 
2* s6rie, I. VII, p. 267. 

(**) itudcs geometriqucs, n° 38. 

( *** ) Journal de Crelle, t. XX, p. 325. - 

(****) Annates de TortoUni, 1867, p. 354 ©t suiv. 

34. 
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(levient 

.a . b , c .i^.u^ i 

cosh -77 = cosh rr cosh — — smh -ry sinh -jr cos A. 

En iiUroduisant, a la place des cotes a, b, c, les angles de paralle- 
lisme correspondanls, au moyen des formules (10), cette relation se 
change dans la suivante, 

A TT/ N T¥/ X sinn(fr)sinn(c) 

cosAcosn(rt)cosn(c)H . „, , =1, 

^ ' ' Sinn (a) 

ce qui est une des equations fondamentales de la Planimetrie non eu- 
clidienne (*). Les autres s'obtiennent d'une nianiere analogue (**). 

Les iesullats precedents nous semblent faire pleineinent ressortir la 
correspondance qui a lieu entre la Planimetrie non euclidienne et la 
Geometric pseudospherique. Pour verifier la meme chose d'un autre 
point de vue, nous aliens encore etablir directement, avec notre ana- 
lyse, le theoreme relatif ^ la somme des trois angles d'un triangle. 

Considerons le triangle rectangle forme par la ligne geod^sique fon- 
damentale ^^ = o, par une des lignes geodesiques perpendiculaires 
u = const., et par la ligne geodesique issue de Torigine sous Tangle fx, 
et dont I'equation est 

Appelons jx' le troisieme angle de ce triangle. L'angle qui lui corres- 
pond dans le plan auxiliaire est 90** — jui, et par suite la relation eta- 
blie precedemnient entre les angles correspondants sur la surface el 
sur le plan donne 

, tV COSLL 

langu = — : — ^j 

d'oii Ton voit que, quand fx est un angle aigu, il en est de meme de fx'. 
Comme on a ^ = a tang/x, cette formule pent s'ecrire, en prenaut le ra- 
dical positivement, 



, Ja^ cos' a — II* -, . J , a sin fx.udu 

«sin^ ^ ( a» — mM v/a' cos' a — tt' 

•1^— -*«i*— > I * IIMII.««_ 11 ■- -■■■ 

{*) Etudes g^ometriques, n° 37. 

(**) Le passage inverse de ces Equations ^ celles de la Trigonom6trie sph6rique a (^t6 indi- 
qu^ par Lobatchefsky (p. 34 )f mais comme un simple fait analytique. 
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expression de raccroissement que regoit |ul\ lorsque, jtx restant constant, 
on (leplace le cote de Tangle droit oppose a cet angle. Cela pose, si Ton 
integre Telement superficiel 

du d, ^/EG— p = K^u ^"^^ 



3^ 



par rapport ^ v, entre ^ = o et f' = i/tang/x, ce qui donne 



( a* — tt*) v^a'cos^p— a* 



1 ou — R*rf|ut', 



on a raccroissement que rcQoit I'aire du triangle considere, lorsqu'on 
deplace le cote de Tangle droit oppose a Tangle fx. En integrant de 
nouveau entre /jl'= 90^ — fx et /Ji'= fx' (valeurs dont la premiere corres- 
pond evidemment a w = o), on trouve 



R.(H-p-^') 



expression de Taire totale du triangle rectangle. De cette expression 

on passe aisement a celle de Taire d'un triangle geodesique quelcon- 

que ABC> en le partageant en deux triangles rectangles par une ligne 

geodesique menee par un des sommets normalement au cote oppose, 

et Ton trouve 

R»(7r- A~B~C). 

Cette expression, devant etre positive, montre que la somme des 
trois angles d*un triangle geodesique quelconque ne peut jamais sur- 
passer 180 degres. Si cette somme etait egale a 180 degres dans un seul 
triangle de dimensions finies, il faudrait que Ton eut R = oo , et aiors 
dans tout autre triangle fini on aurait de meme A -f- B -+- C = tt. Mais 

pour R = 00 Tequation (9) donne A = -; done Tangle de parallelisme 

serait n6cessairement droit, et reciproquement. Ce sont la les conclu- 
sions auxquelles parvient aussi la G^ometrie non euclidienne. 

Le triangle forme par une ligne geodesique et par les deux lignes 
geodesiques menees parallelement a la premiere par un point exterieur 
a deux angles nuls, et le troisieme egal a 2 A; done son aire est finie, 
et donnee par la formule 

R'(7r— 2A), 
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ou, en verlu de Tequalion (9), 

aR'arciang (sinii -rr J» 

<? etant la distance du point a la ligne geodesiqiie. Pour R tres-grand, 
celte quantite est a peu pres egale a 2c^R, et, par suite, infinie pour le 
plan, commc on sait, mais infinie dans ce cas seulement. 

{jii triangle geodesique dont les sommets sont tons a Tinfini a una 
aire finie et determines dont la valeur = ttR^ est independante de sa 
forme. 

Un polygone geodesique de n cotes, dont les angles interieurs sont A, 
B, C,..., a pour aire 

R^[(/i - 2)7: — A - B - C — . . .]. 

Si le polygone a tous ses sommets a Tinfini, son aire, qui ne cesse pas 
d'etre finie, se reduit a (n — 2)7rR^, et est par consequent indepen- 
dante dc sa forme. 

V. 

Passons maintenant a Tetude des courbes que nous avons appelees, 
d'apres I'usage regu aujourd'hui, descirconferences geodesiques. 

A la fin de la Note II, nous avons trouve que la circonference geode- 
sique ayant pour centre un point quelconque (wo, i^o) et pour rayon 
geodesique p est representee par I'equation 

(11) -.^-r-rrr^ = COS h -^r • 

Celte equation generale nous sera utile dans la suite; mais actuelle- 
meut nous pouvons profiter des simplifications qui resultent de la sup- 
position que Torigine {u = {^ = o) est placee au centre de la circonfe- 
rence consideree. En donnant a Texpression de Telement lineaire 
(comme dans la Note II) la forme 



J , »*, wUdu*-h dv^) -f- [udu -h vdvY 

as^=: R' ^ -r- ' > 

et posant 



w* 



u=z rcos9, v = rsm9. 
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on en deduit immediatcment i'expression equivalcnte 






Mais en appelant p la distance geodesique du point (w, ^) ou (r, 9) a 
I'origine, on a, comme on sait, 



adr do r* 



= sinh' ~ ; 



done 

(12) ds'— dp' h(l{s\nh ^Yd?'* 

expression deja connue de Telement lineaire de la surface pseudosphe- 
rique. 

Cette expression rentre dans la forme canonique de Feleinent li- 
neaire d'une surface de revolution. Mais il faul observer que, dans le 
cas actuel, on ne pourrait pas appliquer effectivement sur une sur- 
face de revolution la calotte pseudospherique qui entoure le point 
(m = (; = o), sans alterer la contipuite au inoyen de quelque section 
op6ree dans cette calotte a parlir de ce meme point. En effet, la surface 
de revolution supposee, si elle existait sans cette condition, rencontre- 
rait son propre axe au centre commun (p = o) de toutes les circonfe- 
rences geodesiques p = const., et aurait par suite en ce point ses deux 
courbures de meine sens, ce qui est impossible, puisqu'une surface 
pseudospherique a tons ses points hyperboliques. La meme impossibi- 
lite resulte de la consideration de cette circonstance, que, si Ton ne 
voulait pas executor la section dont nous venons de parler, la variable 9 
representerait la longitude du meridien variable, et, partant, le rayon 

du parallele correspondant a Tare meridien serait Rsinh -^^ La varia- 
tion de ce rayon serait par consequent = cosh ^ dp, c'est-a-dire > dp, 

ce qui est absurde,, puisque la variation en question est egale a la pro- 
jection de dp sur le plan du parallele. 

L'expression (la) de I'element lineaire, bien que privee des avan- 
lages inherents ^ Tusagc de nos variables m, f^, pent etre parfois utile 
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a cause de sa simplicity. Elle se prele, par exemple, a la delermina- 
tion de la courbure tangentielle des circonferences geodesiques, la- 

quelle, dans la circonference de rayon p, a pour valeur ^ cetle 

Rlangh-2j 

courbure est done constante tout le long de la peripherie du cercle 
geodesique, et ne depend que du rayon. Cette propriete peut encore 
s'apercevoir a priori, en observant que la portion de surface terminee 
par un cercle geodesique peut s'appliquer d'une maniere quelconque 
sur la surface elle-nneme, sans que son contour cesse jamais d'etre uq 
cercle geodesique ayant son centre au point oil est venu s'appliquer 
son centre primitif. 

Le theoreme que t les lignes geodesiques elevees normalement sur 
» les milieux des cordes d'une circonference geodesique concourent 
» toutes en son centre, » se demontre comme le theoreme correspon- 
dant de la Planimetrie ordinaire, et Ton en conclut que la construction 
du centre de la circonference passant par trois points non situes sur 
une meme ligne geodesique est tout a fait analogue a la construction 
ordinaire, en sortc que cette circonference est toujours unique et deter- 
minee. 

Mais ici se presente une difliculte. Trois points de la surface etant 
ehoisis arbitrairement, il peut arriver que les lignes geodesiques per- 
pendiculaires sur les milieux des lignes de jonction ne se coupent en 
aucun point rdelde la surface; et par suite, si Ton restreintja denomi- 
nation de circonfdrences geodesiques aux courbes decrites par I'extremite 
d'un arc geodesique invariable qui tourne autour d'un point reel de la 
surface, il faut necessairement admettre-qu'on ne peut pas toujours 
faire passer une circonference geodesique par trois points de la surface 
choisis d'une maniere quelconque. Cela encore est d'accord, mutatis mu- 
tandis, avec les principes de Lobatchefsky (*). 

Neanmoins, puisque les lignes geodesiques de la surface sont tou- 
jours representees par les cordes du cercle-limite, si plusieurs cordes 
sont telles que, prolongees, elles se rencontrent en un point exterieur 
au cercle, il est permis de regarder les lignes geodesiques correspon- 



(*) Etudes geometriqtws, n" 29. 
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danles commc ayant un point icfea/ commun, et leurs Irajectoires or- 
thogonales comme quelque chose d'analogue aux circonferences geo- 
desiques proprement dites. 

Cherchons directement Tequation de ces trajecloires. 

L'equation 

represente le systeme des lignes geodesiques issues du point (i/o» ^o)» 
riel ou ideal, suivant que w* -+- vl est plus petit ou plus grand que a'. 
L'equation difTerentielle de ce systeme est 

du dv 



et, par suite, celle du systeme orthogonal sera 

[E(w - tt.)-+- F(i' - v.)]du H- [F(ii - 1/0)4- G(v - v.)]dv = o, 

c'esl-k-dire, pour les valeurs actuelles de E, F, G, 

,a* — UU9 — vvu 

V a' — «' — (/' 

Done 

(.3) ^I pJL^AZl^ ^ r: 

est l'equation finie des circonferences geodesiques conQues dans le sens 
le plus general, c'est-a-dire, quel qu'en soit le centre (Wq, Vf^), r6el ou 
id^al. 

Quand ce centre est reel, sa distance a la courbe est constante, en 
vertu d'un th^orbme bien connu; eten efTet, si Ton designe par p cette 
distance, on a, par comparaison avec l'equation (u), 



cosh ■& = 



Dans ce cas, il est clair que parmi les valeurs admissibles de la con- 
stante C n'est pas comprise la valeur z^ro, puisque le lieu correspon- 
dant a cette hypothese, ^tant represent^ sur le plan auxiliaire par une 

Annates seitntifiques de l'£cole NornuUe superieure. Tome VI. 35 
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droite exlerieure au cercle-limite, tombe tout entier dans les regions 
ideales de la surface. 

Quand, au contraire, le centre est ideal, la notion du rayon geodesi- 
que fait defaut; mais la constante C pent recevoir la valeurzero, puis- 
qiie Tequation resultanle 

represente, sur le plan auxiliaire, une corde du cercle-liinite, et preci- 
sement la polaire du point exterieur (wo» ^o)- Celte equation definit une 
ligne geodesique reelle de la surface; on en pent done conclure que, 
parmi les circonferences geodesiques en nombre infini qui ont le meme 
centre ideal, il y a toujours une ligne geodesique reelle, et une seule, 
de sorte que les circonferences geodesiques a centre ideal peuvenl 
aussi se definir conime des courbes parallfeles (geodesiquement) aux 
lignes geodesiques reelles. Cetle dernifere propriete a ete deja remar- 
quee par M. Battaglini, en des termes differents (*). On voit done que, 
tandis que, sur la surface spherique, les deux idees de circonfdrence geo- 
desique et de courhe parallele a une ligne geodesique se confondent com- 
pletement Tune avec Tautre; sur la surface pseudospherique, au con- 
traire, elles presentent une difference, dependant de la realite ou de 
ridealite du centre. 

Puisque toute circonference geodesique a centre ideal est equidis- 
tante, en tons ses points, d'une ligne geodesique determinee, suppo- 
sons que celle-ci soit la ligne ^ = o elle-meme, ce qui est toujours 
permis, et appelons | la distance geodesique du point (ii, ^) a cette li- 
gne fondamentale. Cette distance est mesur6e sur une des lignes geode- 
siqnes du systeme u = const., et est donnee par la formule 



§ =r — log ^ 

2 y'a' -- li' — <; 



En supposant | constant, on tire de Ik Tequation entre u ei v d'une 
quelconque des circonferences geodesiques qui ont leur centre au point 



(*) Nouvelles Annates de Mnthematiques^ a" s^rie, I. VII, p. 27a. 
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de concours ideal dc toutes Ics lignes geodesiques normales a la ligne 

(^ =: o. 

Appelons in I'arc de la ligne geodesique t' = o compris entre Torigine 
et la normalc S; sa valcur est donnee par Tequation 

R , a -! - u 
7} = — log ~ 

De ces deux dernieres equations, on tire 

//=r aiangh -zr» i'= 5 

It . r, 

cosh -=r 

d'ou 

a' 



iV^ =: (C — M' — V' = 



cosh' 4 cosh' — 



En passant ainsi des variables u, v aux variables^, r^, Texpression (i) 
devient 

(i4) c/5^=rf5»-f-COsh»-| rfyj% 

expression qui convienta une surface de revolution. 

En designant par r^ le rayon du parallele minimum de cette surface, 
lequel correspond evidemment a ? = o, et par r celui du parallele ?, 
on a 

/• = /'o cos h -j^ 1 el, par suite, ^ "== "S sin h ~ • 

Done la zone de surface pseudospherique qui pent etre reellement trans- 
formee en surface de revolution est definie par la condition 



(J sinh !)'<.. 



c*e8t-a-dire qu'elle est renferm6e entre deux circonferences geodesi- 
ques ^quidistantes de la ligne geodesique ^ = o, laquelle s€ dispose 
suivant le parallHe minimum. La largeur de cette zone depend du rayon 

que Ton veut assigner au parallele minimum, et est d'autant plus 

35. 
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^rande que ce rayon est plus petil. La longueur de la zone est indefinie, 
(ft par suite la zone s'enroute un nombre infini de fois sur la surface 
de revolution; a cette occasion ibfaut observer que les points qui se su- 
perposent de cette nianiere les uns aux autres, doivent etre toujours 
consideres comme distincts, sans quoi le theoreme, que par deux points 
de la surface passe une seule ligne geodesique, cesserait d'etre vrai. 
En d'aulres termes, on devra concevoir la surface de revolution comme 
la limite d*un helicoide dont le pas converge vers zero. Les deux paral- 

leles extremes ont leur rayon = vR^ -^ ^l* ^^ leurs plans sonl tangents 
rirculairement a la surface. 

Entre les eirconferences geodesiques a centre reel et celles a centre 
ideal, se trouvent, comme figures intermediaires, les eirconferences 
geodesiques qui ont leur centre a Tinfini; ces eirconferences meritent 
d'etre etudiees, a cause de leurs proprietes tres-remarquables. 

L'equation generale de ces eirconferences conserve la forme (i3), 
puisque la methode qui nous y conduit subsiste pour toutes les posi- 
tions du centre. Mais si Ton compare cette equation k Tequalion (i i}, 

dans laquelle la quaniite y/a^ — "J — ^J ou w^ converge vers zero quand 
le centre passe a Tinfini, tandis que, dans la meme hypotheses le se- 
cond membre croit indefiniment, on voit que le produit fv^ cosh -^ 

tend vers une valeur finie, vers laquelle tend, ^videmment, de meme le 

, i. 
produit - fVoe*. Or, si Ton remplace p par p'— p, Tequation (i i) peut 



s'ecrire 



a}-'UH.--vi^. ^w. ^y^^-\i ^ iv. -j^^,^ 



^a' — «' — r' 



a 1 



done, en laissant p fini, et faisant croitre p' indefiniment, tandis que w^ 
converge vers zero, il vient, a la limite. 



— = ke ", 



k ^tant une constante. En representant de cette manifere le systeme 
des circonf6rence3 geodesiques qui ont leur centre k I'infini au point 
(i^o» ^o)> i^ parametre p exprime Tintervalle constant entre une quel- 
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conque de ces circonferences et une autre d'entre elles consideree 
comme fixe, et croit positivement k partir de cette derniere vers le 
centre a rinfini. En faisant k = a, h circonferencep = o devient cclle 
qui passe par ie point (m = ^ = o). 
Si avec Tequation ainsi obtenue 



(l5) ^^— ^-"-~-=:rflg R, 






Oil combine I'equation 

( 16 ) — = 77 » 

et que Ton tienne compte de la relation wj n- t^^ = «^> on irouve que 
Telement lineaire (i) prend la forme 

(17) ds' = dp' -he ^^d(T\ 

forme qui convient encore a une surface de revolution. 

En designant par r© le rayon du parallele p = o, dont a est Tare, et 
parrcelui du parallele p, il vient 

et par suite la surface de revolution n'est reelle que dans Tintervalle 

des limites determinees par la relation /^ > R log -^» en sorle que la cir- 

conference p = o ne pent pas devenir reellement un parallele, si Ton 
ne prend pas r^ <R. Le parallfele maximum a pour rayon R, et corres- 

pond a la valeur p =R log ~; done, en determinant convenablementr^,, 

ce parallele pent etre reconvert par une quelconque des circonferences 
consider^es; par exemple, en faisant r^ = R, on a la circonference ini- 
tiate elle-meme p = o. Le parallele minimum correspond a p = ao , et 
son rayon est nul, de sorte que la surface de revolution s'approcbe 
asymptotiquement de son axe d'un seul cote, tandis que de Tautre elle 
est limitee par le parallele maximum, avec lequel elle se raccorde tan- 
gentiellement. Sur cette surface s'enroule une infinite de fois la surface 
pseudospherique, terminee a la ligne p = o, si To = R. 
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La courbure tangenticlle d'un parallele quelconque se trouve 

etre -jr» c'est-a-dire qu'elle est la meme pour tous. Or le rayon de la 

courbure langentielle d'un parallele n'est autre chose que la portion 
de tangente au meridien comprise entre le point de contact (sur le pa- 
rallele considere) et Taxe. Done, pour la surface de revolution dont il 
s'agit, cettc portion dc tangente est constante; la courbe meridienne 
est la ligne connue aux tangentes dgales, et la surface engendree est 
eellc que Ton regarde ordinairement comme le type des surfaces de 
courbure constante negative (*). 

D'autre part, les circonferences geodesiques dont le centre est a I'in- 
fini correspondent evidemment aux horicycles de la geomelrie de Loba- 
tchefsky (**). En conservant cette denomination, nous pouvons done 
dire qu'un systeme d'horicycles concentriques se transforme, par une 
ilexion convenable de la surface, dans le systeme des paralleles de la 
surface de revolution engendree par la ligne aux tangentes egales. 

Pour avoir une verification de la correspondance de nos horicycles 

avec ceux de Lobatchefsky, observons qu'a Tangle diedre -jr de deux 

plans nieridiens correspondent, sur les paralleles p, et p^, les deux 
arcs 5,, ^2, donnes par les equations 






d'oii, en appelant t la distance p^ — /^o on tire 



^2 — Si 6 f 



formule qui coincide avec celle de Lobatchefsky (n° 33), sauf la diffe- 
rence habituelle dans le choix de Tunile. 

L'expression (17) de Telement lineaire est independante des coor- 
donnees (</o« ^0) du centre des horicycles consideres; de plus, nous 
avons vu que chacun des horicycles d'un systeme donn^ pent prendre 
la place du maximum. On en pent done conclure que deux horicycles 



(*) LiouviLLE, Note IV ^ VJnafyse appliqueey etc., de Monge. 
(**) Etudes geometriques, ii*»» 31 et 32. 
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quelconques de la surface peuvent toujours 6tre superposes Tun a 
Tautpe. 

Par deux points de la surface pseudospherique passent toujours deux 
horicycles, qui sont determines en menant par le milieu de la ligne 
geodesique de jonction une ligne geodesique perpendiculaire, dont les 
deux points a Tinfini sont les centres des horicyclcs cherches. Les arcs 
de ces horicycles, comprisentre les points donnes, ont une meme lon- 
gueur, laquelle depend uniquement de la distance geodesique des deux 
points. En appelant p cette distance, et <j la longueur de ces arcs, on 
trouve aisement, au moycn des equations (i5) et (i6) (oil p a toutefois 
une signification difTerente), 



(7 == 2 II sin h -^> 

2U 



formule qui pr^sente une singuliere analogic avec la formule bien 
connue qui donne Tare en fonction de la corde dans le cercle de 
rayon R (*). 

VI. 

Ce qui precede nous semble confirmer de tout point I'inlerpretation 
annoncee de la Planimetrie non euclidienne au moyen des surfaces de 
courbure constante negative. 

La nature meme de cette interpretation laisse facilement prevoir qu*il 
ne pent y avoir d'interpretation analogue, egalement reelle, pour la 
Stereometric non euclidienne. En effct, pour obtenir Tinterpretation 
que nous venons d'exposer^ il a fallu substituer au plan une surface ir- 
r^ductible au plan, c*est-a-dire dont Telement lineaire ne pent en au- 
cune maniere se reduirc a la forme 



S/tix^-h djr\ 



qui caracterise essentiellement le plan lui-meme. Si done il nous man- 
quait la notion des surfaces non applicables sur le plan, il nous serait 
impossible d'attribuer une veritable signification geometriquea la con- 



(*) ^ofez Battagum, he. cit., p. 273, et tnuiHsi une Note que nous avons publi^e daas 
les Annali di Matematica, t. VI, i865, p. 271. 
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stiuction dcveloppee jusqu'ici. Or Tanalogie porte naturellement a 
oroire que, s'il peut exister une construction analogue pour la Stereo- 
metric non euclidienne, cette construction doit se tirer de la considera- 
tion d'un espace dont Telement lineaire ne soil pas reductible k la fornne 



qui caracterise essentiellement I'espace euclidien. Et puisque jusqu*a 
present la notion d'un espace different de celui-la semble nous man- 
quer, ou du moins semble depasser le domaine de la Geometric 
ordinaire, il est raisonnable de supposer que, lors meme que les con- 
siderations analytiques sur lesquelles s'appuient les constructions pr^- 
cedentes seraient susceptibles d'etre etendues du champ de deux varia- 
bles a celui de trois, les resultats obtenus dans ce dernier cas ne 
pourraient toutefois etre construits par la Geomelrie ordinaire. 

Cette conjecture acquiert un degre de probabilite tres-voisin de la 
certitude, quand on entreprend effectivement d'etendre Tanalyse pre- 
cedente au cas de trois variables. Si Ton pose, en effet, 

('^) 'i '^{a}--t^-'iO)dv^'\-iuvdudv 

-h 2vtdvdi -h liiu dt du], 

ibrmule dont la composition a /?nonau moyen des trois variables /, u, v 
est suggeree par I'inspection de celle de la formule (i) au moyen des 
deux variables u, v\\\ est facile de s'assurer que les deductions ana- 
lytiques auxquelles I'expression (i) donnait lieu subsistent integrale- 
ment pour la nouvelle expression, et que la valeur de ds donnee par 
celle-ci est effectivement celle de T^Iement lineaire d'un espace dans 
lequel la Stereometric non eudidienne trouve une interpretation aussi 
complete, analytiquement parlant, que celle qui a ete donnee pour la 
Planimetrie. 

Mais si anx variables /, u, v on en substitue trois nouvellesjo, /9|, p^* 
jen posant 

/ = rcosp,, a = rsinp, cosps, v = rsinp, sinp,, 
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il vient 

ds'= dp'-h f R sinh ■^) Vpl -^ sin'p, dp]), 

formule qui monlre que p, p,, pj sont des coordonnees curvilignes or- 
thogonales de I'espace considere. 

Or M. Lame a demontre (*) qu'en prenant comme coordonnees cur- 
vilignes des points de I'espace les parametres |9, p,» p2 de trois families 
de surfaces orthogonales, auquel cas le carre de la distance de deux 
points inBniment voisins est represent^ par une expression de la forme 

ds'z=n^dp'-h Hf rfpj -h n\dpl, 

les trois fonctions H, H|, H, dep, p^^ p,, qui figurent danscette expres- 
sion, sont necessairement assujetties k satisfaire a deux systcmes dis- 
tincts, chacun de trois equations aux derivees partielles, qui ont pour 
types les deux equations suivantes : 

rf'H I d\l rfH, I dH dH, 



dpi dpt Hi dpi dpi lis dpt dpi 

A.(± ^\^A.(±^\ I ^H. rfH, _^ 
//p, \H| dpx J rfp, \H, dpi) H' dp dp 

Dans le cas actuel, 

H = i, H, = Rsinh~j H] = Rsinh --sinpi, 

et pour ces valeurs les trois premieres equations sont identiquement 
salisfaites; mais les trois derniferes ne le sont que dans le cas de R = x) . 
Done Texpression (18) ne pent appartenir k Telement lineaire de I'es- 
pace euclidien ordinaire, et les formules fondees sur cette expression 
ne peuvent etre construites au moyen des figures que nous presente la 
Geometric ordinaire. 

Pour completer la demonstration de I'impossibilite d'obtenir une 
construction de la Stereometric non euclidienne sans sorlir du champ 
de la Geometric ordinaire, il faudrait pouvoir exclure la possibilite 
d'y arriver autrement que par une extension de la methode suivie pour 
la Planimetrie. Nous ne pretendons pas prouver que cela soit absolu- 

(*) Lecons sur les Coordonnees curvilignes, p. 76 et 78. 
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men! impossible; nous disons seulement que la chose nous semble ti'es- 
invraisemblable. 

Nous avons dit en passant que Texpression (18) sert de base a une 
interpretation analytique complete de la Stereom6trie non euclidienne. 
Cette interpretation sera exposee dans un autre Merooire {*). Ici nous 
ferons observer seulement qu*en faisant dans la formule (18) 1 = const., 
on obtient Texpression de Telement lineaire d'une surface reelle de 
courbure constante negative; de sorte que cette surface, sur laquelle 
nous avons vu se verifier les theor^mes de la Planimetrie non eucli- 
dienne, peut elre consideree comme existant a la fois dans Tespace 
ordinaire et dans Tespace non euclidien. 



NOTE I. 

La reduction de Telement lineaire d'une surface de courbure constante ne- 
gative a la forme que nous avons employee dans les recherches precedentes, 
est fondee sur les resultats d'un Memoire que nous avons publie dans le 
tome VII des Annali di Malematica (Rome, 1866), et qui a pour tilre : « Re- 
)> solution du probleme de reporter les points d'une surface sur un plan, de 
)) maniere que les lignes geod^siques soient representees par des lignes 
)) droites. » 

Le principe qui nous a servi k resoudre ce probleme, est le suivant : Quand 
on fait correspondre, suivant une loi quelconque, les points d'une surface 
avec ceux d'un plan, on peut toujours prendre pour les deux variables inde- 
pendantes u, v, qui doivent determiner chaque point de la surface, les coor- 
donnees rectangles elles-mSmes x^ y des points correspondants du plan. Cela 
pose, si la representation doit etre telle, qu'aux lignes g^od^siques de la sur- 
face correspondent les droites du plan, il faut que Tequation differentielle du 
second ordre des lignes geodesiques ait pour integrale complete une equa- 
tion lineaire entre u el Vy et, par suite, il faut que cette equation dilTerentielle 
se reduise simplement a la suivanie 

dud^v— dud^u = o. 



( * ) Dans un travail qui doit paraltre dans les Annali di Matematica, et ou les principes 
les plus g^n^raux de la G^metrie non euclidienne sent consid^r^ ind^pendamment de lours 
relations possibles avec les figures r^elles de la G6om4trie ordinaire. 
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Or, de la forme gen^rale de T^qualion differenlielle en question, on conclul 
que cela ne peul avoir lieu que lorsque les fonclions E, F, G, servant a 
former Telement lineaire 

ds ^Edu^-h 1 Fdudv~^Gdv' , 

satisfont a quatre relations, lesquelles nous apprennent que ce meme element 
peut toujoui*s 6tre mis sous la forme 



J i> v/(« -+- v')du*— luvdudv -\-{a^-\'- u^)dv^ 

CW = n ;; ;; ; ■ > 

R el a elant des constantes arbitraires. Pour reconnaltre la nature des surfaces 
contenues dans cette forme, on a calcule Texpression de la courbure spherique 
(Tinversedu produitdes deux rayons de courbure principaux), et Ton atrouve 

pour valeur de cette expression Tr-» d'ou Ton a conclu que les surfaces en 

question ont leur courbure spherique constante, et par consequent que de 
telles surfaces sont les seules qui admettent la representation plane sous la 
condition prescrite. 

Dans le Memoire cit^, nous avons suppose reelles les constantes R et «, 
parce que le but en vue duquel nos recherches avaient 6te entreprises ame- 
nait naturellement cette hypothfese. C'est pour cette raison m6me que nous 
avons observ6 que cet clement convient en particulier a une surface spherique 
de rayon R, tangente au plan Oguratif a Torigine des coordonnees, et repre- 
sentee sur ce plan a Taide de la projection cenlrale; auquel cas les varia- 
bles Uy V sont precis^ment les coordonnees rectangulaires de la projection du 
point auquel les variables se rapportent. 

Mais comme les valeurs des constantes R et a sont reellement arbitraires, 
il est permis de les supposer imaginaires, si on le juge a propos. £n efifet, si 

Ton change ces constantes en Rv^— i, a v^— i, Telement lineaire resultant cor- 
respond \ une surface de courbure constante negative — |r^> dont les lignes 

geod^siques ne cessent pas d'etre, comme dans le cas precedent, representees 
sur le plan par des lignes droites, et, partant, par des equations lin^aires en u 
et V. Cest de cette maniere que Ton passe des formules du Memoire cit6 a 
celles du present travail. La seule difference essentielle entre les deux cas est 
que, dans le premier, les variables u^ v peuvent prendre toutes les valeurs 
reelles, tandis que, dans le second, ces variables sont comprises entre cer- 
taines Hmites qu'il est facile d'assigner. 



36. 
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NOTE II. 



En ^crivant Texpression de Telement lineaire sous la forme 



(i) ds 



J ^^w^[du}-\- dv^) -h(udu -h vdvy 



(V* 



on voit immediatement que, pour passer des iignes g^odesiques fondamen- 

tales primitives a deux autres menses par la meme origine et orthogonales 

entre elles, on doit se servir des formules ordinaires pour la transformation 

des coordonnees rectangulaires dans le plan, quand I'origine est commune, 

savoir : 

u = tt'cosfji — f'sinjui, V = tt'sinjUL -h v'cosjj/, 

a' , v' otant les nouvelles coordonnees, et fx Tangle que la nouvelle ligne fon- 
damentale v' = o fait avec I'ancienne v = o. En effei, de ces formules on tire 

n'-h v^= u"-^ v'\ du'-h dv'=:du"-h dv'^ 

el, par suite, la formule (i) devient 

,, ^^w''(du'^-^dv"*)-^(u'du'~^v'dv'Y 

en conservani sa forme primitive (*]. La longueur d'un arc g^od^sique issu 
de Torigine conserve aussi, dansle second sysi^me, la forme qu'elle avail dans 
le premier, puisqu*elle est donn^e par T^quation 



. . R, a-hv/«''-+- 

(2) p = --|0g "^ 



Voyons maintenant Tinlluence d'un changement d'origine. 

Pourcela, prenons*un point quelconque (uo^ i^.), et supposons que la ligne 



(*) On voit par la que les Iignes g^d^siques orthogonales & celles qui partent de Torigine 
sont represent^ par los cordes du cercle-limite perpendiculaires aux diam^tres qui repr^- 
sentent ces derni6res Iignes g^od^iques. Rdciproquement, pour que deux Iignes g^od^iques 
se coupanl au point (;/, p) soient reprdseut^s sur le plan auxiliaire par deux droiles ortho- 
gonales, il faut que Tune ou Tautre de ces Iignes g6od^iques passe par I'origine (u = i> = o), 
comme on le d^duit facilcment de la formule donn^e dans le texte pour la transformalion des 
angles. Celte propri6te devient 6vidente dans la projection cenlrale de la sphere. 
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fondamentale v' = o du second sysieme passe par ce point; c'est-a-dire, sup- 
posons cos,a = — » sinfx=— » et, par suite, 

/'a 1*0 

, ^ . Mo m' — ^» ^' V^ W 4- Wa v' 
(3) M=: » C= 5 



en faisant r, = y//J-t- i'J. De la fornions un troisieme systeme de coordon- 
nees «", v", ayant pour lignes fondamentales la ligne goodesique v'=o, el 
Tautre ligne geodesique mence normalementa ^' = 0, parle point (i/o, v„). 

Tragons par Ic point quelconque («', v*) une ligne geodesique perpcndicu- 
laire a (»' = o; designons par 5 sa longueur, el par/? sa distance a I'origine pri- 
mitive (mesuree sur la ligne 1^ = 0). La formule (2) donne immediaiemeni 

(4 />= — log ,-» 

tandis que de la formule (1) on tire aisement, en faisant du'^=o. 

La distance geodesique y?« des deux origines (m = v = o), (//o, t'o) a pour va- 
leur 

/?. = — log , 

en sorte que Tare geodesique compris sur la ligne geodesique fondamentale 
v"=:z o du troisieme systeme (laquelle est la mSme que v'^=^ o), entre le point 
(m», V9) et la normale 9, est donne par Tequaiion 

<^) p-f>--log- ^^^^^ ^^^— . 

Mais, en designant par a^ la constantc analogue a a dans le troisieme sys- 
teme, el observant que, dans ce systeme, les quantites analogues aux quan- 
tiles p, q du second, sonl p — po ei q, il est clair que, par analogie aver (4) 
et (5), on doit avoir 

R , a„ H- m" R , v^aj — " M^2 4- v" 
/? — /?•= — log - — »> 7 = — log \ -1 

£galani ces expressions aux expressions (6) el (5), on obtient deux rela- 
tions, d'ou Ton tire 
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La consume a^ restc, a proprement parler, indeterminee, parce qu'on ne 

u' V* u!' v" 

peul avoir que des equations enlre les rapports — i — el les rapports — i — • 

II semble toulefois convenabie de determiner a^ par la condition que, pour 
n"=o, c*est-a-dire pour u'= o, on ait i/ = v", el I'on irouve alors 



Oo =:= (Vy = yja'— u\ — v\ . 

En conscrvanl celie valeur, les formules precedenies donneni 

el ccs valours, subsliluecs dans (i'), donneni 

Done la translation de Torigine n*allere pas non plus la forme de Telemenl 
lineaire, lequel ne differe du premier que par la substitution de a« au lieu de a, 
changemeni qui n'a rien de fondamenlal. 

Pour oblenir enfin un quatritme systeme lout a fail independant du pre- 
mier, remplagons les deux lignes fondamenlales w"= o, v"=o par deux nou- 
velies lignes geodesiques orlhogonales, ayanl la meme origine (i/«, i^«), ce qui 
se (era en posant 

n" =: u'^cosv — f'^sinv, f"= a'^sinv -i- i'^cosv, 

el nous savons encore qu*une telle substitution ne change en rlen la forme de 
Telement. On voit done que la forme admise primitivement pour Telement 
lineaire n*est nuUement particuli^re a un systeme d^termin^ de lignes geode- 
siques fondamenlales; le point (m = v = o) peul dire, au contraire> un point 
quelconque de la surface, el la ligne geodesique fondamentale (^ = o peul dire 
une quelconque des lignes geodesiques menees par ce point. 

En tenant comple des relations trouvees entre les coordonnees des sysiemes 
successifs, el faisanl, pour abr^er, 

p = cosv sinv, a = cosv -\ smv, r = -^ » 

««<o ^.^., , ^^ ^^c ^^^ • "o r. sinv 
Pi = — sinv H — cosv. Ox z=z smv cosv, r, = > 



u u*" 


V , f' 


— 1 9 


— •+• , 


a a^ 


It r/o 



D£ LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE. 287 

on irouve les relations flnales suivanies, enlre les coordonnees w, r ei les 
coordonnees «'*', v**, 

It, -h DM*^ — PiV'" f • -^- 9 "'" — </i t'" 

{£ rr: ~ 9 v 1= ~ • 

I -+- rii!^ — r, i/*' 1-4- ru'^ — i\ c*' 

En consid^rant ii, c, aussi bien que m*^, v^, comme les coordonnees reclangu- 
laires des points correspondanls de deux plans, ces formules expriment une 
dependance homographique entre les plans eux-m6mes, circonslance dont 11 a 
^te parle dans le Memoire cite dans la Note I. 

Si Ton compare Texpression primitive de Telement lineaire en fonciion 
de «i, V, avec I'expression finale en fonction de «*"', v'*', on trouve que ces deux 
expressions peuvent etre renducs identiques, en posant 

jti , t^ V , //" 
ou encore -==h: — 5 -—dz — 1 

a a^ a a^ 

le choix du signe etant arbitralre dans chaque formule. Cela demontre que la 
surface pseudospherique, consider^e comme flexible et inextensible, peut se 
superposera elle-meme, de maniere qu'un quelconque de ses points (m„ i^.) 
vienne occuper la position d'un autre point quelconque [u=iv=:o), et qu'une 
quelconque des lignes geod^siques partant du premier point (par exemple, la 
ligne v^= o) coincide dans toute son etendue avec une quelconque des lignes 
geod^siques partant du second (par exemple, avec v = o). De plus, TamblguUe 
des signes fait voir que la superposition de deux angles geod^siques de meme 
grandeur, formes autour de ces deux points, peut s*op6rer aussi bien directe- 
ment qu'inversement. Par exemple, i'angle droit des lignes geod^siques //'"~o, 
(/*= o, peut etre applique sur celui des lignes *i = o, i' = o, soil en faisant 
coTncider a*'=: o avec w = o, et c*'= o avec v = o, soit aussi en faisant coYn- 
cider 11^=0 avec c = o, et v^zzzo avec m = o. Done toute portion de sur- 
face peut Stre superposee, lant directement qu'inversement, sur une partie 
quelconque de la surface elle-m^ipe; par consequent, s'il se trouve sur cette 
portion une figure (par exemple, un triangle geodesique), celle-ci pourra su- 
bir sur la surface tous les d^placements qu'une figure plane peut subir sur 
son plan, sans jamais cesser d'etre egale a elle-mSme. Naturellement, cette 
egalite ne doit se rapporter qu*aux longueurs des lignes et a la grandeur des 
angles, puisque la courbure absolite des lignes n'entre point ici en considera- 
tion (*). 



(*) Uegalit^ relative dont il est question serait une ^galil6 absolue pour un dire dont les 
conceptions g^om^triques ne sortiraient pas du champ k deux dimensions de la surface con- 
sid^r^, comme les ndtres ne sorlent pas du champ k trois dimensions de Tespace ordinaire. 
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La propriete que nous venous de demontrer 6tait deja connue, mais la de- 
monstration precedente nous semble presenter la rigueur qu'exige la nature 
dc notre sujet. Du reste, le thcoreme de Gauss etablit que, si la propriete en 
question pent appartenir a une surface, cette surface est n^cessairement une 
de celles dont la courbure spherique est constante. 

N'oublions pas de noter un resultat utile, qui se deduit facilemenl de quel- 
ques-unes des formules precedentes. Le cercle geod^sique qui a pour centre 
le point (wo, t'.), et pour rayon p, est represente, dans le troisieme systeme, 
par Tequaiion 

a'"^i;'''=a;ungh'-^j 

MX 

comme cela resultc de la formule (5) du texte. Mais, des formules (7) de la 
presente Note, a cause de ao= «'o = v^a^^^^rf, on tire 

«"- -,- i-'" = (^j^^y I a' [{ «' - r. )' + i;" ] - ( r. .»' )' I , 

et les formules (3) donnent d'ailleurs 

u = > v= > 



d'oii 



u — r9= — ^ ^ -J V == — ^ ^ -: 



done enOn 






Cette equation fait connattre la distance geodesique p de deux points quel- 
conques ({«, v), (£/«, v^). Quand ces points sont inQniment voisins, elle ramene 
immediatement a Texpression de I'element lin^aire, d'ou nous sommes partis. 

En introduisant la fonction cosh au lieu de tangh, Tequation precedente 
prend la forme plus elegante 

- =coshT7-« 



\/(rt'— W— V')(rt'— ul — vl) R 
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PASSAGE DE VENUS SUR LE BISQUE DU SOLEIL 



EN 1874 



ET DV 



CALCUL DE LA PARALLAXE DU SOLEIL, 

Par M. bach, 

DOYEN OE LA FACULT^ DBS SCIENXES DE STRASBOURG. 



1. Les passages des planetes inferieures sur le disquc du Soleil se 
produisent qiiand ces aslres, dans leurs conjonclions inferieures, vien- 
nenl se placer entre la Terre et le Soleil. Si, a cette epoque, la planete 
a une faible latitude, elle sera sensiblement en ligne droite avec la 
Terre et le Soleil, et I'observateur la verra se dessinersur le disque 
solairc suivant une tache noire et ronde dont Tetendue n'est jamais 
assez considerable pour afTaiblir d'une maniere sensible Teclat de 
Tastre du jour. 

Le phenomene des passages a la plus grande analogic avec les 
eclipses de Soleil; la seule difference, c'est que la Lune est remplacee 
par la planele, dont le diametre est beaucoup plus petit. Nous nous 
occuperons ici specialement du prochain passage de Venus, qui aura 
lieu le 8 decembre 1874. M. Airy a deduit des Tables de Venus, perfec- 
tionnees par M. Le Verrier, les elements necessaires au calcul de ce 
passage. Ces elements, rapportes au temps moyen de Greenwich, se 

Annates scientifiques de I'Ecole Nor male superieure. Tome Vl. 3^ 
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trouvent dans les Comptes rendus des seances de i Academic des Sciences 
du 25 juillet 1861; nous les rappelons ici : 

Conjonciion en i4R temps moyen de Greenwich, 8 decenibre . iG** 59"* 1 3% 2 

Ascension droile de © el de ^ 255^52' 5 1", 6 

Declinaison du ? — 22- 35' 7",7 

D^clinaison du © — 22*^49' 22'', 4 

Mouvemenl horaire de $ en >ft — 93''>95 

Mouvemeni horaire de ? en declinaison -h ^l"*!^ 

Mouvemenl horaire du © en >4El -h 164", 71 

Mouvemenl horaire du © en declinaison — 14", 86 

Demi-diamelre de ^ — 3i'',4' 

Demi-diamelre du © 16' i4"»98 

Parallaxe horizonlale de $ 32^^, 4 i 

Parallaxe horizonlale du © 8", 7 1 

y^percu general sur les passages de Fen us. 

2. La longitude heliocenlrique du nocud ascendant de Venus etant 
de 75 degres environ, il est evident que, si la Terre est en conjonciion 
avec le nceud ascendant, la longitude geocentrique de ce point sera 
180^-+- 75®= 255**. La longitude geocentrique du noeud descendant 
sera, dans les memes conditions, de 75 degres; niais, a cause de Tin- 
clinaison de Torbite de la planete sur le plan de Tecliptique, les pas- 
sages ne peuvent se produire que dans les conjonctions inferieures, 
voisines des noeuds; ils n*ont lieu par consequent que dans les con- 
jonctions pour lesquelles la longitude du Soleil est elle-meme voisine 
de 2.55 ou de 75 degres. Ces longitudes solaires repondent aux mois 
de d^cembre et de juin, qui sont en effet les seuls oil Ton observe des 
passages de Venus. Les passages au noeud ascendant auront lieu en 
d^ccmbre; les passages au noeud descendant auront lieu en juin. 

Connaissant la duree de la revolution synodique de Venus ou le 
temps que met la planete a revenir en conjonciion avec le Soleil, duree 
qui est de 584 jours, il est facile de trouver toutes les conjonctions : 
on choisit celles qui se produisent dans le voisinage des noeuds, c'est- 
a-dire dans les mois de decembre et de juin, et, en les calculant avec 
soin, on reconnaitra si la latitude geocentrique, a la conjonction, n'ex- 
cede pas le demi-diamfetre apparent du Soleil, et, dans ce cas, Venus 
pourra passer sur le disque solaire. 
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Dans une revolution synodique de 584 jours, le Soleil parcourt sur 
Tecliptique une circonference enliere plus 2i6degres; ainsi, une con- 
jonction ayant lieu en un certain point de Tecliptique, la premiere 
conjonction qui suivra aura lieu a 216 degres plus loin; la seconde, a 
432 degres plus loin, etc., et la cinquieme aura lieu a 2i6"x 5=36o**x 3 
du point de depart, c'est-a-dire qu'elle repondra a la m^me longitude 
que la premiere. Dans Tintervalle de cinq conjonclions, il s'est ecoule 
584^ X 5 = 2()2oJ = 365J x 8, c'est-a-dire 8 annees de 365 jours. Sup- 
posons, d'apres cela, qu*il y ait eu une conjonction inferieure, quand 
la planete etait dans son nceud, a cette conjonction repondra un pas- 
sage; 8 ans apres, la conjonction aura lieu sensiblement dans les memes 
circonstances, avec cette difference, que la planete aura cetle fois une 
latitu.de appreciable, mais qui sera encore assez petite pour que Ic 
passage se produise. Apres une nouvelle periode de 8 ons, la latitude 
de la planete a la conjonction aura encore augmente, et cette augmen- 
tation sera alors suflisante pour empecher le passage d'avoir lieu, de 
sorte qu'il n*y aura jamais trois passages de suite dans une periode de 
16 ans. II s'ecoule alors un intervalle de io5 ou de 121 ans, apres 
lequel il y a un passage, puis un autre 8 ans plus tard. On trouve dans 
\'Asironomie thcon'que et pratique de Delambre, t. II, p. 473, une Table 
des passages de Venus depuis Tan 900 de notre ere jusqu'a Tan 3ooo. 
Durant cette periode de 21 siecles, il y a trente-cinq passages. Ceux du 
dernier siecle ont eu lieu le 5 juin 1761 et le 3 juin 1769; ceux du 
siecle actucl s'observeront le 8 decembre 1874 et le 6 decembre 1882. 

3. Les passages de Venus offrent une observation directe du neeud 
de la planete, ce qui est precieux pour le contrdle des Tables; mais ils 
on! une bien autre importance encore : on pent en effet les utiliser 
pour la determination de la parallaxc du Soleil, de laquelle depend 
revaluation de la distance de la Terre a cet astre, et, par suite, d'apres 
la troisieme loi de Keppler, de la distance de loutes les planetes au 
Soleil. 

Keppler annon^a le premier le passage de Venus qui ait ete observe, 

mais il Tavait simplemenl signale comme un fait curieux reste inaper^u 

jusqa'a lui. C*est Halley qui, en faisant connaitre aux astronomes les 

passages de 1761 et de 1769, montra, le premier, tons les avantages 

37. 
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qu'ils pourraient en tirer pour la determiDation de la parallaxe du 
Soleil; il indiqua meme les Heux de la Terre les plus favorables pour 
ce genre d*observations. Malheureusement il se trompa dans ses caU 
culs, et toute la partie numerique de son travail dut etre reprise. Divers 
ralculateurs se chargerent de cette tache : nous citerons entre autres 
Trebuchet, astronome frangais, qui releva le premier Terreur commise 
par Halley. 

Ces passages du dernier sieele sont fameux dans Thistoire de I'As- 
tronomie; la plupart des Souverains et des Academies de TEurope 
organiserent des voyages dans des lieux eloignes et designes d*avance 
oil TeiTet de la parallaxe sur les apparences du phenomene fut le plus 
considerable, et ces voyages, surtout en 1769, s'accomplirent a la sa- 
tisfaction generate des astronomes du temps. La discussion des obser- 
vations relatives a ce passage de 1769, reprise en i835 par M. Encke, 
a donne pour la parallaxe du Soleil 8", 57. On regardait ce nombre, 
il y a quelques annees, comme suflisamment exact, bien qu'on n'en 
connut pas d'une maniere precise le degre d'approximation. Des con- 
siderations theoriques ont fait penser, dans ces derniers temps, qu'il 
ctait notablement trop petit; il serait en effet de 8", 95, d'apres M. Le 
Verrier. 

Lors de Topposition de Mars, qui s'est produite, en 1862, dans des 
conditions exceptionnellement favorables, la combinaison d'observa- 
tions simultanees failes a Pulkowa et au Cap a donne 8'',g6/|; la com- 
binaison d*observations faites a Greenwich et en Australie a donne 
8'',932. La moyenne des deux resultals, 8^,95, coincide avec le nombre 
adopte par M. Le Verrier, t. IV, p. 101, des Annates de TObservaioire. 

M. Pauwaiki, astronome a Berlin, a, dans sa These inaugurale, 
inlitulee : Neue Untersuchung des Veniis- Durchganges von 1769, zur 
Heslimmung der Sonnen-Parallaxe, discule de nouveau les passages 
observes en 1769, et il Irouve, en basanl ses calculs sur les determi- 
nations recentes des longitudes des lieux d'observalion, 8", 86. C'est 
aussi ce que Ton trouve en admettant, comme cela resulte des eclipse^ 
des satellites de Jupiter, que la lumiere emploie 497% 91 pour par- 
courir la distance du Soleil a la Terre, et en adoptanl d'ailleurs pour 
h vitesse de la lumiere 298000 kilometres par seconde, d'apres Leon 
Foucault. 
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II resulie de ce que nous venons de dire que, dans Tetat actuel de 
la science, la parallaxe du Soleil n'est connue qu'a 3^ de sa valeur 
environ. Esperons que Tetude approfondie des passages de 1874 et 
1882 permettra, en donnant gain de cause a la theorie, de resserrer 
considerablement les liinites de I'crreur qui affecle un des elemenls 
les plus importants, -mais aussi un des plus deli'cats a connaitre de 
TAslronomie. 



Calcul des passages par la nu^thode des projections, 

V. Nous nous oecuperons d*abord du passage relatifau centre de la 
Terre, qui se trouve indique dans les Epbemerides. Cela levicnl a 
negliger les effets de parallaxe, dont nous apprendrons plus tard a 
renir comple. 

Le problemc a resoudre est celui-ci : itant donnee iheure de la 
conjonclion en ascension droite de Venus et du Soleil, les mouvements 
horaires des deux asires pour cette epoque^ deUrndner Vhewe de V entree 
et de la sortie de la planete, et la plus courte distance de son centre 
au centre du disque solaire. 

Preliminaires et procede grapfnque. — Le Soleil et la plane I e se de- 
placent lous deux sur la splicre celeste; le mouvenient du Soleil a lieu 
d'Occident en Orient, et celui de la planete qui est retrograde dons le 
Yoisinage de la conjonclion inferieure a lieu d'Oricnt en OocidenL ('ela 
pose, considerons un passage de deceinbre; h cede epoqiie, le inouve- 
inent du Soleil en declinaison est austral, niais, puisque la planete 
atteint alors son noeud ascendant, elle passe du Sud au Nord de Teclip- 
tique; son inouveinent en declinaison est done boreal, c'est-a-dire de 
sens inverse a celui du Soleil. En juin, c'est le inouvement du Soleil 
en declinaison qui est boreal, et celui de la planete qui est austral. 

Quant au mouvenient de la planete en ascension droite, il est tou- 
jours retrograde vers la conjonction inferieure. Or, il est perniis de 
regarder le Soleil comme fixe, si Ton donne a la planete le mouvement 
relatif convenable. Le mouvement relatif de Venus en ascension ilroile 
sera egal a la somme des mouvements des deux astres, et se comptera 
d'Orient en Occident. Le mouvement relatif en declinaison sera aussi 
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la planete. Gette orbite etant sensiblemenl rectiligne, il suilira de deux 
conditions pour la determiner, et nous allons supposer, dans ce qui va 
suivre, qu'il s'agisse du passage du 8 decembre 1874. 

On trouve [Comptes rendus des stances de V Academic des Sciences du 
a5 juillet 1861) : 

D' Declinaison ? -^ 22" 35' 7^,7 A, 
D Declinaison © — 22"49'2'^">4 A. 

La difference des declinaisons est i4' i4"»7.* cela veut dire qu'a Tin- 
slant de la eonjonction Venus est a i4'i4"f 7 au Nord du Soleil; ayant 
choisi sur la ligneTT la direction du Nord, on prendra, en allant dans 
ce sens, une longueur OK, repondant a \/\' i4"»7» distance des centres 
des deux astres. 

Le demi-diametre apparent du Soleil a la eonjonction est i6'i4"»98, 
et, puisque nous I'avons represents par un decimetre, on calculera OK 
par la proportion 

t^ ~i6',4",98'"974.9» """'''• 

Ainsi OK = o^877. 

Prenant OK egal a cello longueur, le point K ainsi oblenu sera un 
point de I'orbite relative de V^enus. Cetle orbite sera complelemenl 
determinSe si Ton en connait un second point, ou si Ton connait 
Tangle qu'clle fait avec TT. 

5. Nous avons 

-_ . . o ( on ascension droile. . . q3",q5 0, 

Mouvemeni horaire 2 J , . ,. . > ,/ o « 

( en dechnaison 47 >73"? 

„ -1.^1 en ascension droilc. . . i40",7i E, 

Mouvemeni horaire © { ./ ,. . //, o a 

f en declmaison 14 ,80 A. 

De ces donnees resulte un mouvement relatif en ascension droite 
d'Orient en Occident, egal a la somme des mouvements. DSsignons-le 

par h : 

h = 93", 95 -h i64",7 1 = 258", 660. 

Quant au mouvement relatif en declinaison, il sera boreal etegal a 
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la somme dcs mouvements de la planete et du Soleil. Designons-le 

par & : 

^ = 47%73-+- i4",8oi:r62",53B. 

Chacune de ces quanlites peut d*ailleurs etre eslimee en parties du 
rayon du cercle qui represenle le disque solaire, c'esl-a-dire en deci- 
metres. Elles seront -. et ^^ d etant le demi-diametre apparent du 

Soleil. 

Veut-on connaitre la position de la planete sur son orbitc relative 
une heure apres la conjonction, on remarquera d'abord qu'elle s'avance 

vers le Nord de la quantite -j- Quant au cbemin parcouru vers TOuest, 
il serait-^f si la planete elait a Tequateur; mais puisqu*elle a la decli- 
naison D', le deplacement horaire parallelement a Tequaicur est ^cosD'. 

-j et -^cosD' sont les coordonnees d*un second point de Torbite; en 

le joignant avec le point K, on aura cette orbite. 

Au lieu de determiner un second point de Torbite, on peut calculer 
I'angle a qu'elle fait avec la ligne de lerre. II sera donne par la formule 

h cos I)' 
langa = — ^ 

L'angle a {^g. 1, p. 294) est Tangle OKZ; il n'y a pas a se Iromper 
sur le sens ou il doit etre compte, car la planfete se dirige du Sud-Est 
au Nord-Ouest; elle abordera le disque solaire par la partie orientale, 
et Tabandonnera par la partie occidcntale. 

D'apres les valeurs de D', h et (J, 

258,66 ^^, ,, 

langa = ' cos 22° 35' 7", 7, 

azz: 75'»i9'4o". 

Faisant OKZ = a, la ligne ZKZ' sera Torbite de Venus. II s'agit 
actuellement de irouver les positions qu'occupe la planete aux heures 
voisines de la conjonction. 

Le cbemin que parcourt la planete sur son orbite relative, dans une 
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lieure, s*obtient en divisant le mouvement horaire relatif en deelinaison 
par cosa; il a pour expression 

-J = o'*, 253. 

» cosa 

6. Rien do plus facile que de trouver la position de Venus a une 
cerlaine heure, a i6 heures par exemple, ce qui repond au 9 decembrc, 
a 4 heures du matin. On compte le lemps ecoule depuis 16 heures jus- 
qu'a la conjonction; il est 

iG'^Sp"* i3%2 — i6»> = 69" i3%2 = 3553%2. 

Le chemin parcouru dans ce temps est donne par la proportion 

^ X 3553,2 

o**, 253 36oo 

X = o**,25o. 

On prendra done, a partir du point K sur la direction KZ, et en 
allant vers TEst, une longueur egale a o^,25o, et Ton marquera a 
I'extremite le n*^XVI ou mieux IV, en adoptant le temps civil. Portant 
ensuite dans les deux sens des longueurs egales a o^,253, c'est-a-dire 
au chemin parcouru dans une heure, on obtiendra les divisions 

III, IV, V, VI,..., 

qui indiquent les positions de la planete aux memes heures. 

Ayant les positions d'heure en heure, on les aura, par des sub- 
divisions, de quart d'heure en quart d'heure, de cinq minutes en tinq 
minutes, etc. 

Pour connaitre I'heure de Tentree et celle de la sortie, on decrira 
du point une circonference avec un rayon egal k la somme des demi- 
diametres apparents du Soleil et de la planfete. Le demi-diametre du 
Soleil, i6'i4"»98, est represente par 1 decimetre; celui de Venus, 
3r',4N sera represente paro'*,o32; le rayon du cercle a dccrire est 
done i'*,o32. La circonference de cercle coupe Torbile en deux points M 
et M', qui repondent aux divisions marquees : 

2** 47" ci 6^ 26". 

jInnaUs scUntifiqites de I'tcolc Normale suprrieure. Tome VI. 30 
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Pour conuailre Theure dii milieu du phenoinene, on regardera la 
division a laqiielle repond le pied de la perpendiculaire menee du 
centre a Torbite, on bien Ton prendra la moyenne des heures d'enlree 
et de sortie; a cette heure repond la plus courte distance des centres 
qu'on obtiendra en mesuranl la longueur / de la perpendiculaire, et en 
la convertissant en angle. 

l^^fig- I, p. 5194, donne /= o'*,863. On posera la proportion 

et il viendra pour la distance angulaire des centres 

^1=1 3' 38". 



RcsftrruK 

Heure de Green wicli. Ifcun^ de Paris. 

, / Enii-ee i*» 47"' nialin. i'' 56'» 

Le 9 decenibre, ..... . , ^' , ,, 

^ ... { Milieu nu passage. . 40*) 4 »5 

lemps civil. / c .• a r a in 

' \ Sorlie 6 26 w 6 35 

Plus courle distance des centres, i3'38''. 

Le passage sera invisible a Paris et a Londres. 

7. Procede analytique. — Les constructions qui precedent pcuvent 
f'acflement se traduire en formules. Nous avons {^g. i, p. 294) 

/icosD' 



tang a 



a 



Soit I le pied de la perpendiculaire abaissee du point sur Torbite; 

le triangle OKI donne 

KI = (D'— D)cosa. 

D'ailleurs (n'' 5) le cbemin que decrit la planete dans unc beure sur 

^ 

son orbite relative etanl ? on aura le temps ecoule depuis le milieu 

du passage jusqu^a la conjonction, en divisant KI par le mouvement 
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horaire; on obiienl ainsi pour ce temps 

D— D 

— V - COS'flf. 


Soil / riieurc de la conjonction en ascension droitc pour un certain 
lieu, Greenwich par exemple, et /' celle du milieu du passage, cette 
heure sera evidemment donnee par la formule 

D'^ D 

/'= / r — COS'a. 

6 

La plus courle distance des centres, ou la valeur de 01 en angle, est 

01 =(D'— D)sina. 

• 

Clierchons actuellenient Theure de Tentree et celle de la sortie. 
Appelons d' le demi-diametre de Venus, d etant celui du Soleil, et * 
considerons Venus a Tinstant de Tentree ou du premier contact exte- 
rieur; son centre etant alors en M, nous aurons 

MI =:(rf-+-rf';C0S9, 

Tangle f etant donne par la formule 

01 (l)'-D)sina 

sin© = -J -J-. = — -J — '-T, 

^ d -h d' d -h d' 

Le temps necessaire pour parcourir MI est evidemment 

MIcosa (^-f rf')cos9 cosa 

___ ^ ^ , 

d*ou resulte qu*en designant par /« Theure de Tentree, nous aurons 

. (rf-h rf')cos9Cosa 
'■ = ' ^ 

II n'est pas plus difficile de trouver Theure de la sortie ou du dernier 
contact exterieur; en Tappelant /s, on a 



, {d -hd')cos9COSa 



38. 
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II est aise de voir que les heures du premier et du dernier contact 
interieiir ont pour expression 

[d — rf')cos9' cosa 
' d ' 

, (rf — rf')cos9'cosa 

t-^ 6 ' 

9' etant un angle auxiliaire doune par la formule 

. , (D'— D)sina 

8. Application. — Nous avons deja trouve 

A = a58",66 0, 
d= 62",53B, 
a= 75*19' 40". 

Nous prendi^ons, pour appliquer les formules qui precedent, 

D'=- 220 35' 7",;,. 

I) = — 22*49' 22", 4. 

Nous mettons le signe — , puisque les declinaisons sont australes, et 
nous trouvons 

D'-D = I4'I4^7 = 854^7, 

h' — D ^ , 

— X — cos'a ^= 52" 87% 

/'= f6*> 59™. 1 3' — (52°' 37') — iG»» G'» 36% 

Ainsi le milieu du passage qui repond a la plus courte distance des 
centres a lieu a 16** 6" 36% et cette plus courte distance est 

(D' — D) sin« = 826'^,8 == i3' 46", 8. 

Pour ohtenir Theure de I'entree et de la sortie, on calculcra Tangle 9 : 

(D*-D)sina 

d-hd'^ 1006", 39, 
9 = 55*14' 36". 
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On trouvera ensuite 

(c/-f- rf')cos9COsa k « /?. 

i ^ ^ =12 2»» IQ" 26% 

^ 

e{, (I'apres cela, 

Enir^e (heiire de Greenwich), a i6^ 6" 36*— - (a** 19"* 26') — i3* 4;"* '«% 
Sonie id. a i©'6«36«-+- 2^ 19" 26« =ii8»*?6«2\ 

Les resultats fournis par la conslruetion sont sensiblement d*accord 

avec ceux que clonne Ic caicuL 

Pour ohtenir I'heure du premier el da dernier contact interieurs, on 

calculera Tangle 9' : 

. , (D'-D)sina 

rf-.rf'=943",57, 
9'=:6i«ii'48". 
On trouvera ainsi 

(rf— c/')C0SQ'*C0Sflf .^ . 

i ~ : = l«» 5u'" 29*, 

el, d'apres cela, 

Premier contact interieur, a i6**6™36»— (i** 5o'" 29') = 14'' 16"* 7*, 
Dernier coniacl inierfeur, a i6**6"'36*-f-(i'^5o'" 29*) =:r 17^*57'" 5*. 

9. Dans ce qui precede, nous avons neglige la parallaxe de la pla- 
nete, ou, en d*autres termes, nous avons fait abstraction des dimen- 
sions de la Terre, I'observaleur etant toujours suppose place au 
centre. Nous allons maintenant y avoir egard, et nous resoudrons 
d'abord les deux probtemes qui vont suivre, don! on comprendra 
bientot foute I'importance. 

Determiner le lieu de la Terre qui, le premier, obser^^era r entree de la 
planete au coucher du Soleil, et celui qui, le dernier, en vetra la sortie au 
lever de cet astre. 

Soil {Jig. a, p. 3oa) T la Terre, S le centre du Soleil suppose immo- 
bile, XX le plan mene perpendiculairement a la ligne ST, qui joint les 
cenlresdu Soleil etde la Terre. Ce plan contient la ligne droiteZZ', que 
la planete dans le voisinage de la conjonclion decrit d'Orient en Occi- 
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Si Ton divise MK par le mouvement de la planete ou par — 7-? nous 

aurons , 

/9 — ^P ~^ ^ -K/')sin(<x -t- y) 
~" d langa 

Cette valeur de 6 esl le temps ecoule depuis rinstant ou le passage 
commence jusqu'a celui de la conjonction, et Theure de I'entree sera 
I — 6, t designant, comme nous le savons* Tbeure de la conjonction 
en ascension droite. 

1 1 . Coordonnees geographiques du point A. — Revenons a la fig. 2, 
p. 3o2, et considerons le point A de la Terre determine en prolon- 
geant Sa. BAB sera, sans erreur appreciable* un grand cercle de la 
sphere terrestrc, et Tare PA du triangle spherique PAB sera le com- 
plement de la latitude. On connait, dans ce triangle, le cdteBP* qui est 
egal a la declinaison duSoleil, etIecoteBA, qui»d'apreslay?^.3,p.3o3, 
est egal a i8o°— a — y. Nous aurons done, en desigoant par X la 
latitude du point A, 

cos PA = sinX=:cosDcos(i8o®— a — y). 

Pour trouvcr la longitude de ce point, nous ferons observer que Ton 
connait (n*^ 10) Theure de I'entree. On convertira le temps moyen en 
temps vrai (*), et Ton en deduira Tangle horaire du Soleil a Tinstant 
du premier contact, ou i'angle du meridien de Greenwich avec celui 
de la conjonction : nous designerons cet angle par Q. Le triangle PAB 
(fig. 2, p. 3o2) doonc 

iang( 180°— a — y ) = sinD tangP. 

L'angle horaire 9 sc compte de I'Est a TOuest, a partir de Green- 
wich, et le meridien du point A fait avec le meridien de la conjonction 
Tangle P, en allant vers TEst; done fmalemcnt la longitude du point A 
sera P — Q, augmente, s'il est necessaire, de 36o degres. II ne faut pas 
perdre de vue que Ton compte ici les heures de o a 24 ou les angles 
horaires de o a 36o. 

En faisant une construction analogue sur la partie oi^cidentale de la 
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fig, 3, p. 3o3, on trouvera en A'le lieu de la Terre qui verra le dernier 
contact au lever, et ce contact 'aura lieu a Textri^mite occidentale du 
diamfetre vertical du Soleil. Le temps ecoule depuis la conjonction jus- 
qu'au dernier contact exterieur est donne par la formule 

dlanga 

La latitude du point A' sera donn^e par T^quation 

sinX'= cosD cos(a — y), 

II reste a trouver la longitude de ce point. 

De I'heure du dernier contact, on conclut Tangle horaire du Soleil, 

que nous designerons par Q\ Le meridien de la conjonction sera des 

lors k Q' degres a TEst de Greenwich. Si maintenant on designe par P' 

Tangle du meridien de A' avec le nveridien de la conjonction, nous 

aurons 

lang (a — y ) = sin D tangP', 

el le point A', qui voit le dernier contact au lever, sera a 36o — P'—Q' de- 
gres a TEst de Greenwich. 

Le temps ecoule depuis Tentr^e au coucher jusqu'a la sortie au lever 
est 

»,__ (/>4-rf-f- rf')[{sina-hy) — sin(pe--y)] _ 2(/>-hrf-f- r/')siny cosa 

olanga otanga 

Ce sera evidemment la plus longue duree du phenomene. 

12. Trouver le lieu qui^ le dernier, verra r entree au lever, et celui qui, 
le premier, verra la sortie au coucher. 

Du point Ocomme centre avec le rayon d+d' — />, decrivons un cercle 
qui rencontre Tbrbite relative en deux points N et N' [fig. t\, p. 3o6). 
Joignons NO, qui rencontre le cercle d'horizon en B; de ce point, avec 
le rayon d, decrivons une circonference, elle represente le disque so- 
laire; decrivons-en une seconde du point N avec le rayon d\ elle re- 
presente la planete entamant le disque ^olaire en D. Le point B est celui 
qui, le dernier, verra Tentree au lever, et Timpression aura lieu a 
Textremite orientate du diametre vertical du Soleil. A vrai dire, Ten- 

Amiaies scientifiques de VEcolc Normale superieure. Tome VI. 3g 
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interieurs, soil au coucher, soil au lever; nous nous dispenserons 
d'ecrire ici les formules relatives a ce cas. 

13. Application au passage de 1874- — Les donnees a joindrc a celles 
(]ui ont deja ete employees dans les calculs precedents sont 

Parallaxe ? =82'', 44, 

Parallaxe 0= 8^,7 1;' 

d'oii 

j» = a3",73. 

Heure de r entree au coucker, — Nous avpns (n® 10) 

(D'-D)sina 
' pn- d -\-d' 

d -\- d' -h p =^ io3o",fa, 

y = 53- 23' 3% 

= iP^d-^d')s\n{a-^y) ^ 3, ^^„ ^g, 

tangle 

U entree au coucher aura lieu a 

iS'^Sg™ i3* — 3** 2i"™56»=i3*' 37'" 17% temps de Greenwich. 

Heure de la sortie au lever. 

6' = (Z±A±£).^^l^-yJ = , b 36"- 43- ; 

dianga 

la sortie aura lieu a 

I ^^ 59'" 1 3- -f- 1 »» 36« 43- = 1 8»» 35« 56\ 

La plus longue duree du passage, depuis le premier contact au cou- 
cher jusqu'au dernier contact au lever, est done de 

4»» 58" 4o» ; 

elle excede de 19™ 48* la duree pour le centre de la Terre. 

fxititude du lieu qui voit I'entrie au coucher. — Nous avons (n*^ 1 1 ) 

sinX = cosD cos(i8o**— a — y). 

39. 
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La deciiDaisoo du Soleil a TeDtr^e est 

D=:22<>48'3I^ 

On trouve 

X se nomme la latitude corrigee^ I la latitude effectis^e. Pour trouver /, 

voyez n** 22 : 

/=35"2yB. 

Longitude du lieu qui voit I'entrde au coucher. — Heure de Tentree 
en temps moyen de Greenwich 

1 3^ 37" i7», 
et en temps vrai 

Nous avons alors pour Tangle horaire a Tentree 

Q = 2o6« 1 3' 45'' el 36o° — Q = 1 53« 46' 1 5". 
L'angle P (n^ 11) est donne par la formule 

^ (i8o°— a — y) 

P = 72»44'23". 
Done te lieu qui voit Tentree au coucher sera a 

1 53« 46' I S'' -h 7^" 44' 23" = 2260 3o' 32", 

a TEst de Greenwich, ou encore k 

1 33*^ 29' 28'' de longitude Ouesi. 

Latitude du lieu qui voit la sortie au lever. 

sin>.'= cosDcos(a — y), 
D = 22«49'43", 

X'=58"44'46", 

/'=58«55'B. 
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Longitude du lieu quivoit la sortie cut les^r. — Heure de la sortie. 

18^35*" 56", temps moyen, 
i8*> 43™ 28% temps vrai, 

Q' = 28o» 52' , 36o<» — Q' = 79P 8V 

^ sinD ' 

.F=46«4'47". 

La longitude est donn^e par la formula 

36o°-Q'~P'=33«3'i3^E. 

Heure de V entree au lever, 

(D'— D)sina 
smy,= ' , ,/ J 

d-^d'—p = ^i\66, 

y, = 57M7'25", 

dlanga ^ 

L'entree au lever a lieu k 

i6»» 59"* i3« — 3^ I" 4o»= i3»» 57" 33\ 

^ewre rf^ la sortie au coucher, 

., (t/-4- rf' — p)sin(« — y,) . ^.„ ,,. 
' ofanga 

La sortie au coucher a lieu a 

iG** 59" 1 3* i6« 26* = i8»> i5" 39». 

Latitude du Ueu qui voit Ventrie au lever. 

cos(9o«-+-X,) = cos(a -f-y, )cosD, , 

D= 22«48'37"; 

9a«-f->,=:i28«37'i2'', 

X.= 38037' 1 2", 
/, — 38«48'A. 
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Longilude du lieu qui voii I' entree au lever, 

Heure moyenne de Fenlr^e i3^' 57"' 33s 

Heure vraie 14"* 5'" i iS 

Angle horaire Q, = 21 i^i?' 45", 36o»— Q,— 148" 42' i5', 

tangp.= ^"g<."-;;-y') , 

^ sin I) 

P,=:io9»37'54". 

Le point designe par B dans \^fig- 4» P- 3o6, est a TOuest du ineri- 
dion dela conjonction; onprendra deslors pour la longitude dece point 

36o»— Q.— P,=r 39" 4' 21" E. 

Latitude du lieu qui voit la sortie au coucher. 

D = 22«49'4l", 
y,=:6l''l2'3o". 

/; =6i«»22'A. 

Longitude du lieu qui voit la sortie au coucher. * 

Heure moyenne de la sortie. . . iS** i5" 39% 
Heure vraie i8*» 23°» 12% 

Angle horaire Qf, = 275» 48' , 36o» — Q', = 84« 1 2\ 

P'. = ,390 59'39\ 

La longitude du point B' {^'g. 4) sera 

36o« — Q', -h- V, = 224" " ' 39" E, 

* 

ou 1 35^ 4^' 21 « " Quest de Greenwich . 

14. Recapitulation des resuUats precedents en rapporlant au meridien 
de Paris pour le 8 ddcemhre. 

Paris est a 2^*20' i5" a TEst de Greenwich. 
La difference des heures est g"* 21*. 
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Ueure de I' entree au coucher: i3'*47™' 



Coordonnees du poinl A {/ig. 3). . . j 
Heiire de la sortie au lever : \ 8** 45"*. 



Laiilude 35« 23' B, 

Longitude . . 1 35" 5o' 0. 



,, . . . . . 4//Z? ox Latitude 58°55'B, 

Coordonnees du point A' [fis. 3). . . \ . . . ^ ,^, ' 

^ vyg / (Longitude.. 3o«43'E. 

Heure de V entree au lever: 1 4** 7"*. 

i^ A ' \ • .!>//? /^ ^ Latitude 38*^48' A, 

(.oordonnees du point B ( />/Q^. 4). . . \ , . . ^^ f f, ^ 

V \js ^i I Longitude.. 36°44'E. 

Heure de la sortie au coucher : 1 8*' aS'". 

^ , . , . . D/zz? /x ( Latitude... 61° 512' A, 
Coordonnees du point B' (^i,'-4 ) • • • ? . . . 00 ,.. 

I v^ht. j Longitude.. i38°9'(). 

Si Ton compare les positions geographiques des deux lieux de la 
Terre qui voieiit Tentree au coucher et Tenlree au lever, on trouve 
qu*ils sont a peu pres diametralement opposes; il en est de mome des 
deux points qui voient la sortie au lever et la sortie au coucher. 

15. Trouyer le lieu d'ou Von peut apercevoir V entree vers le coucher 
du Soleil et la sortie vers le lever, le milieu du passage ayant lieu au 
meridien. 

Pour determiner un pareil point approximativement, nous t'erons 
observer que le milieu du passage doit s'y produire quand le Soleil 
arrive au meridien inferieur. Or, le milieu du passage pour le centre 
de la Terre a lieu a 16^ i5", temps moyen de Paris (n*^6), et puisque, 
pour le point cherche, il doit 6tre alors minuit ou 12 heures, ce poinl 
sera a 4** i5"* a TOuest de Paris, soil 64 degres environ de longitude 
Quest. 

II est vers le pole austral, et par consequent au Sud par rapport au 
Soleil. V6nus y sera relevee par Teffet de la parallaxe. La duree du 
passage sera diminuee, quoique restant toujours superieure a 4**t8"* 
(n« 14). 

Cherchons done le point pour lequel Tare de parallele nocturne re- 
pond a une duree de 4^ 18", et nous serons certains que Tobservateur 
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place sur cc paralleic verra Tentree iin peu avantle coucher du Soleil* 
et la sortie un peu apres le lever. 

Designant par X la latitude cherchee, par M ranglc horaire du Soleil 
a riiorizon et par D la declinaison de Tastre, nous avons la formule 

' cos(i8o«— /fl) 
^"8^= langD ' 

dans laquelle 

i8o«— M = i5 = — = 32« i5', 

D = 22049'. 

On trouve ainsi 

?( = 63«3i', 

et pour la latitude vraie 

/ = 63«4o'. 

Les coordonnees geographiques que nous venons d'obtenir repon* 
dent a une lie situee bien au Sud du cap Horn, et designee sous le 
nom d'lle Louis-Philippe. 

II ne serait pas plus diflicile d'assigner un lieu avance vers le Nord 
et aussi eloigne que possible du precedent, d'oii Ton pourra observer 
Tentree au lever du Soleil et la sortie au coucher. Ce lieu est situe 
au coeur de la Siberie par 1 16 degres de longitude Est et 63 degres de 
latitude Nord, sur la rivii^re Vilyui, affluent de gauche de la Lena. II est 
a 20 lieues environ k TOuest die VerkhnevUyuisk, 

16. Nous expliquerons bientot comment on arrive a pr^dire, par le 
calcul, les diflerentes circonstances que presente le passage de Venus 
pour up liicu determine de la Terre; mais ce que Ton doit se proposer 
avant tout, c*est d'assigner les lieux d*ou Ton pourra faire avantageu- 
sement les observations pour arriver k la connaissance de la* parallaxe 
du Soleil. Nous atteindrons ce but trfes-simplement, etd'une maniere 
suffisamnientexacte, en operant comme il suit. 

On se servira d*un globe terrestre que Ton disposera de faQon que 
rinclinaispn de Taxe du pionde sur Thorizon soit egale a la declinaison 
du Soleil; elle est ici 22^49' A. 

On amenera Paris sous le meridien fii^e, en meme temps que Tindex 
du cercle des beures sur 12 beures, puis on fera tourner le globe, de 
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rOuest a TEsl, de Tangle lioraire repondant a ]3**/|7*°, heure du com- 
mencement au coucher. 

Dans cetle premiere position dn globe, le Soleil se couche en meme 
temps pour tons les points de Thorizon oriental, et se leve en meme 
temps pour tons ceux de Tborizon occidental, tandis que les licux 
situes sous le meridien fixe auront midi. L'horizon fixe du globe de- 
termine ainsi tous les lieux qui voient Tentree de Venus au coucher* 
et aussi, a pcu de chose pres, ceux qui voient I'entree au lever. Les 
premiers sont silues sur Thorizon oriental, les seconds sur Thorizon 
occidental. A la verite, tous les lieux qui sont a Thorizon oriental ne 
voient pas Tentree en meme temps (a i3**47'"); cela n'arrive rigoureu- 
sement que pour le point situe a 1 35** 49' de longitude Quest et a 35** ^3' 
de latitude boreale (n^ 14). Pour tous les autres, le passage commen- 
cera un peu plus tard. 

Tous les lieux qui sont a Thorizon oriental verront a peine le com- 
mencement, et du resfe ils ne verront rien du passage. Les lieux situes 
a rhorizon occidental verront Tentree et la continuation du pheno- 
mene. Ceux qui sont dans Themispbere eclaire verront le phenomenr 
totalement ou partiellement, d'autant plus ou d*autant moins qu*ils 
seront plus rapproches ou plus eloignes de l'horizon occidental. 

Ayant ramene Paris sous le meridien fixe, et Tindex sur 12 heurcs, 
on fera de nouveau tourner le globe de TOuest a TEst d'un angle re- 
pondant a i8*'4S'°« heure de la sortie au lever. Dans cetle secondc 
position, le globe indiquera tous les lieux de Thorizon oriental qui 
verront la fin au coucher, et ceux de Thorizon occidental qui verront 
la fin au lever. 

17. Connaissant ces deux grands cercles de l'horizon, il sera facile 

de connaitre aussi les lieux oil la parallaxe modifiera de la maniere 

la plus sensible les circonstances du passage tel qu'il serait observe 

du centre de la Terre. Ainsi, dans la premiere position, la Nouvelle- 

Caledonie est pres du meridien fixe, et le Soleil presque au zenith : on 

apei^evra de cette station I'entree a peu pres telle qu'on la verrait du 

centre de la Terre. 

Dans la seconde position, la Caledonie est encore au-dessus de riio- 

rizon oriental, mais elle en est tres-rapprochee, le Soleil n'y est pas 

Annales scientifiqucs de i'f'coiv A'onnaic Mt/ttrienn'. Tomo VI. 4^ 
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jusqu*a leur rencontre avec la circonference, ce qui donnera les divi- 
sions 

o ei 20 etant aux deux extremites du diamctre. 

Cola pose, ayant marque sur le globe le point A dont nous avons 
determine les coordonnees geographiques , on y placera Tunc des 
pointes d*un oompas spherique, I'autre etant arretee sur Calcutta. Ou 
reviendra ensuite au rercle, et Tune des pointes du compas etant au o, 
on verra a quelle division s'arrete I'autre : on trouvera que c'est a la 
Ireizieme : le retard de Tentree a Calcutta sur I'entree au point A est 
done 1 3 minutes. Le phenomene commencera pour Calcutta a 

1 3^ 46'" 38« -f- 1 3" :^ 1 3»» Sg" 38*. ( ^oyez n« U. ) 

La difference des meridiens de Calcutta et de Paris est 5**44"* i^^ 
passage commencera done h 

1 3^ 59'" 38^ 4- 5^ 44'" — i9»> 43'" 38'. 

Nous verrons un peu plus loin que ce resultat presente Tapproxima* 
lion desirable. 
On trouvera de la meme maniere I'heure de la sortie. 

20. La difference entre I'beure du dernier contact au lever et celle 
du dernier contact au coucher 6tant de 20 minutes, comme plus baut 
(n"^ 14), on pourra se servir du meme cercle qu'au numero precedent. 
Ayant done marque sur le globe le point A^ qui voit le dernier contact 
au lever, on placera Tune des pointes du compas en A', I'autre etant 
arretee sur Calcutta; revenant ensuite au cercle, et pla^ant une des 
pointes sur le o, I'autre s'arretera a la division 4f ce qui veut dire que 
le passage finit a Calcutta 4 minutes plus tdt que pour le point A'. On 
aura done pour I'beure de la fin 

i8»» 45"' 17*— 4'" r- 18'' 4i'" 17% lemps de Paris, 

oil 

i8*'4''" "T" i^ 5** 44""= '4'* 25'" 17% temps de Calcutta. 

Le passage commence en cette ville le 9 decembre a 7'' 44"* et tinit 
a midi 25 minutes. 
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21. Ce proeede nous rournit, comme nous Tavons dil plus hnut, un 
inoyen fort simple dc determiner differents points habitables du globe 
d'oii Ton pourra observer commodement et avec un effet de parallaxe 
sensible le premier eontact exterieur et interieur, ou bien encore b; 
dernier contact inlerieur et exterieur. Nous avons dresse dc ces lieux 
le tableau suivant, auquel il serait aise de donner plus d'etendue : 

Premier contact exterieur, 

Hcurc 
I.ocaliU's. Ileiire de Paris. pour le centre Diflercncv. 

de la Terre. 

lies Sandwich i3''4^'" » -^ 8 

llesMarquises \V' 5o"' i V" 56'" i- 6 

Heunion i4*'<)'" )» -lo 



111 
III 
III 



Dernier contact exterieur. 

Calcutta i8»»4«'" » ^ 

Sidney iS** 29"* \%^ 35'" -\- 6 

Moscou iB** 45'" « 10 



m 
111 



Les lieux qui, dans letableau precedent, sent sous le titre : Premier 
contact exterieur^ auront un effet de parallaxe sensible a Tentree. Les 
ilesSandwicb et les iles Marquises neverront pas la sortie: a la Reunion, 
I'effet de la parallaxe sera presque nul a la sortie. Les lieux d^signes 
sous le titre : Dernier contact exterieur^ auront, au contraire, un effet 
de parallaxe sensible a la sortie. Pour Calcutta et Sidney, il ne sera 
que de 3 minutes a I'entree; Moscou ne verra pas le commencement 
du pbenomene. 

II est des lieux d'ou Ton peut observer Tentree au coucber et la sortie 
au lever, ou bien Pentree au lever et la sortie au coucber, ce qui per- 
mettra d'y faire, d'une maniere avantageuse, Tobservalion complete 
du passage. 

Ainsi, a Tile Louis-Pbilippe, Tentree aura lieu a i4*''-»™» et la sortie 
a 18** 26*", tandis que, pour le centre de la Terre, Tentree est a i3'' 56"*, 
et la sortie a 18'* 35"'; la duree du passage est inferieure de i5 minutes 
il celle qui est relative au centre de la Terre. 
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(*t, en iif'^gligeanl le carve i\e Taplatissenient, 

Prcnant pour raplntissenicnt ■—, on aura 

tang/. 1= 0.99333 tang/. 

Pour Paris, 

/ -48"5o'i3", I :48«38'4o^ 
Pour Calculta, 

/: 5t3"33'ii", >.-:s>.3"a4'45". 

On passera. dc la longitude corrigee a la longitude vraie par la 

Ibrmule 

, langX ^ 

lang/ — 1—5 -1,00670 lang/. 

o,<)93i3 

Connaissant la parallaxe horizontale equatoriale d'un astre, en tmuver 
la parallaxe horizontale pour une latitude donnee. 

La parallaxe equatoriale d'un aslre est Tangle sous lequel on voit de 
ret aslre, suppose a Tliorizon, le demi-diamelre de Tequaleur. Desi- 
gnant par tt cello parallaxe, par i le demi-diamelre equatorial el parR 
ia distance de Taslre a la Terre, on a 

I I 

K Hsim 

La parallaxey pour un point donne de la Terre, est Tangle sous lequel 
on voit, de Taslre suppoj^e a Thorizon du point, le rayon terreslre pas- 
sant par ce dernier. Or on peul, sans erreur appreciable, regarder ce 
rayon comme perpendiculaire au plan tangent. En designant alors par 
p la parallaxe horizontale pour le lieu dont la latitude corrigec est X, 
et par r le rayon, il vient 

sni/> - ou p -— VT.. 

II reste a trouver r. Or les coordonnees du point sont 

/cos), el rsinX. 
II vient <lonc 

j_ I — e^ I — ia 

~~ I — f'ros*). I — 2rtcos='X 



'320 PASSAGE D£ V£NUS 

vi, en negligeant le carre de raplatissemcnt, 

(roil 

p z=j. T.(\ - a sin^X). 

ExEMPLE. — Saclianl que la parallaxe horizontale equaloriale de Venus 
est 32", 4^1 > trouver la parallaxe horizontale pour Calcutta. 

Nous avoiis trouvc plus haul 

/. ---. 5t3" 24' 45" ; 
on trouvera 

I -rtsin'/ — o,99C)47, 

(1*011 

p ::-32",44x 0,99947 = 32'', 4.*. 

Etant donnee rheure moyenne tCun lieu^ trouver I'heure vraie el V angle 
horaire, 

Proposons-nous de calculer, pour le 9 decemhre 187/4, Theure vraie 
de Calcutta quand il est dans celte ville 7*" 43™ du matin, temps moven. 

Si Ton compte 9 decembre 7*' 43", temps civil, les Astronomes 
comptent 8 decembre i9''43'"» et, puisque la ditrerence des meridiens 
de Paris ct de Calcutta est de 5*'44"f i' est a I'instant considere i3** 59"" 
\\ Paris. L'equation du temps le 8 decembre 1874 a midi, temps 
moyen de Paris, est 7"5oS85; elle diminue en a4 heures de 26% ()9 et 
en 13*^59'", soit i3%98, de 

24 

L'lieure vraie de Paris sera par consequent 

i3''59'"-r- 7'v0o\85 — i5% i3:V 14*' 6"' 35% 72; 

cellc de Calcutta sera 



u)*'5o'"35%72, 



et Tangle horain* 



H - 297« 38' 56". 

Trouper a un instant donne la declinaison du Soleil, 

Le tableau de M. Airy nous apprend qu'a la conjonclion, soil a 
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1 7** 8"° 34% ^t temps moyen de Pans, la dedinaison du Soleil est 

Chcrchons quelle sera la dedinaison de Tastre quand il est 19'' 4^'" 
a Calcutta/ Cfil rV" 5^"^ a Paris. De i3^59"" » 17** 8" 34% il s'est eeonle 
3*'9™34%a, ou 3*',i59^, et, puisqu'a Tepoque considerec la dedi- 
naison diminue de 11 secondes par heure, cctte diminution sent 

. 1^x3,1595=: 34 ',75. 

La dedinaison du Soleil a Tinstant cpnsidere est done 

22«49' 22", 4 - 34", 75= 22«48'47%65. 

23. CalciUer pour un insiant donne les caordonnees du centre de la 
planite. 

Les Tables de la planbte donnent le moirvement de Taslre en ascen- 
sion droite et en dedinaison, Qt les^mouvements relatifs peuvent etre 
reduits a la forme 

■ 

Mouvement en A = A = /i/ h- y? /* 0, 
Mouvenaem en iy«= A=:d/-hy/'B, 

/ d^signant le temps ecoul6 k partir de la conjonction. 

Considerons le triangle sphirique dont les cotes sont 90 + D' et 
90 + D'— A; ils compreiinent entre eux Tangle A, et le troisieme 
cote de ce triangle sera Tare parcouru par la planete sur son orbite 
relative pendant le temps /; en le designant par a, on aura 

cosa =: sinD' sin(D' — A) -h cosD'cos(D' — A) cos A, 

ou bien, en remarquant que a« A et A sont tres-petits, 

I =:cosA ~ cosD' cos(I)'— A) — ; 

2 2 . 



mais 



cosD'cos(D'— A) = - cos(2D' — A) -h cos A. 



A' 
Rempla^ant cosA par i 9 et negligeant les termes d*un ordre su 

AnnaUs scitntifiques de Vicole Normale superieure. Tome Yl. 4' 
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Suient a?|, y, les coordonnees du point m; x\y' celles du point n\ 



nous aurons 



Xx Yx SG R — 2 "~ z 



en designant par K la distance du Soleil a la Terre, par p la distance 
de la planete et par z la hauteur tlu point M au-dessus du plan de pro- 
jection. Si Ton designe par/)' la parallaxe du Soleil, et si Ton neglige 

f. qui est inferieur a —, — i nous pourrons ecrire 

Done les valeurs de x' et dej' soni les memes que celles de x^ et de ji, 
i) la condition de designer par/?, non plus la parallaxe de la planote, 
in.nis bien la diflerence des parallaxes de la planete et du Soleil. 

25. Trouver a un instant donne, et pour un lieu donne, la distance 
angulaire des centres de la planete et du Soleil, 

La distance S des centres est donnee par la formule 

(iette valeur de S exprimee en secondes fait connaitre Tangle sous 
lequel on verra les centres des deux astres du point m projection de M. 
Mais, puisque la distance Mm est negligeable devant celle de la planete 
a la Terre, la formule preeedente donnera avec une exactitude suili- 
sante Tangle cherche. II serait du reste facile de faire la correction 
relative a ce cliangement de distances. 

^p/jlication des Jar mules preccdentes an calcitl da passage 

pour Calctitta. 

26. Nous allons niontrer, sur un exemple, comment on peut calculer 
les diflerentes circonstances du passage en un lieu donne. Nous ne 
choisirons ni Paris, ni aucur t9 du voisinage, car le passage de 1874 
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sera invisible dans oos contrees. Prenons done un lieu de la Terre faci* 
lement accessible* d'oii Ton pourra observer Tentr^e et la sortie. Nous 
avons choisi Calcutta, qui remplit toutes les conditions desirables 
(n^lQetaO). 

Nous avons trouve (niemes numeros) des valeurs approchees pour 
rheure de Tentree etcelle de la sortie; nous considererons ces valeurs 
comme fournissant unc premiere approximation, et nous nous en ser- 
virons pour continuer le calcul. 

Ventrie^ lieu vers i9*'43"'> temps de Calcutta. Cherchons, pour ce 
temps, les coordonnees de la planete et du Soleil, ainsi que la distance 
angulaire des deux astres. 

La conjonction ayant lieu a 22^ Sa"" 34% 2, heure de Calcutta, si 1 
designe le temps compte a partir de la conjonction, 

/ = — 3»»9»34%a = — 3>» iSgSr 

et les formules du n^ 23 donnent 

ar = 657*^,14, 

:^=754%58. 

Pour trouver x' et y\ on prendra (n® 22) 

D = 2a«48'47%65, 
H = a97« 38' S6\ 
On prendra d'ailleurs 

;?=:32^4a-8^7I=23'',7l 

avec 

X = 23»24'45". 

On arrivera, avec ces donnees et par les formules du n^ 24, a 

:r'=»9"»27. 

La distance des centres est donnee par la formule 
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en posant 

Les valours de a? — a?' et Aey—y' sont 

a:-*'=644%54. j -j^'= - „3%85. 

On en deduit 

180— VJ; = 5o"l2'32% 

S= ioo7'',45; 

mais 

D-+-y= 1006'', 39. 

Cette derniere valeur, comparee k celle de S, montre que le passage 
n'est pas encore commence. La difference des valours do S et do ^ + ^' 
**st i%o4. 

Cherchons actuelloment x^ y, x\y' pour 19^44"'- En designant les 
corrections a faire sur x eiy par dx et par dy^ nous aurons 

dx=idt, 
djr= hcosB'dl, 

dt = ^, 
60 

et, par suite, 

rfx=i%o4, rf/=3^98. 

Les nouvelles coordonn^es de la plan^ie seront done 

x = 658^I8, J = -75o^6o. 

Les nouvelles valeurs de x^ et de y' se calculeront a Taide des for- 
mules differentielles 

dx'z= ^ p — sinH cosl sinD dt = o^oi, 
djr' =ip — cosH cosX di=:^ o", o5 ; 

et des lors 
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Forinons 

X — .r'l 645", r)4, >'—>•'- - 769^*, 82, 

et 

('iilculant S avec ccs nouvcaux elements, nous trouvons 

S : ioo4^,63. 

('.etto valeur, rapprocliee de ioo6'',39, donne pour difference r',76. 
On voit d^jMlleurs qu'a 19** 44*" 'c passage est deja cMfimence. 

27. Rien de plus facile actuellement que de calculer, a une seconde 
pres, riieure du commencement. Formons a eel effet la difference des 
valeurs de S ; elle est 2", 82. C'est la quantitc dont varie la distance 
des centres en une minute. Mais a 19'' 43™, la distance des centres est 
1007", 45; elle doit done diminuer encore de i"',o4 pour que le pre- 
mier contact exterieur commence, et, divisant i,o4 par 2,82, nous 
aurons la fraction de minute a ajouter a 19^4'^*"- Faisant la division 
et convertissant en secondes, nous trouvons 23 secondes. 

Ainsi le passage commence a Calcutta, le 8 decembre, ii 

i9»»43"'23', 

ou en temps civil, le 9 decembre, a 

7>» 43'" 23* matin. 

28. On determinera le point du disque soiaire le premier impres- 
sionne par la planete en donnant la distance angulaire de ce point a 
Textremite superieure dn diametre vertical; cet angle est celui que fait 
la droite men^e par les centres du Soleil et de la planete (en projection) 
avec la projection de la verticale qui passe par le lieu considere. L'en- 
tree ayant lieu le matin, le point /n [fig* 1 1), projection du lieu, est a 
rOuest du meridien de la conjonction, et les choses sont disposees 
comme dans ladite figure. 

£n designant Tangle ZMP, qui est Tangle cherche, par V, on aura 

V = 180 — ^J^ -f- 9, 
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t*t par consequent 

/ = 24'» 25'" — ?.2*» 52'" 34% 2=1^', 54ofl, 

el Von Irouve 

X = 95l^o3, yz= 367^92. 

On a aiissi 

Ueure vraie = o^ 32'" 23*, 3, 

H = 8"5'49", 
D = 22-49' 39% 
et, avec ees donnees, 

d'ou 

^--x'=933'',99. r — .>' -37o'',98, 

^ =: ii"" 3g' ^o" , 
S=: 1 004", 96. 

Olle valeur de S, comparee avec 1006,96, montre que le passage 
n'est pas encore ternnine; la ditterencc est i",4^- 
Les resultats pour o^aB'^sonl 

X = 952%o7, r = 371', 88, 

:r'=i7%o3, ^' = -3", 17, 

x-jc' = 935%o4, ^-v'=375'',o5, 

<p = ai«>5i'ao% 
S = i07%45. 

La did'erence des deux valeurs de S est 2'\lig^ et, en divisant, 

1006,39 ~^ .ioo4»96 = 1 ,4^' 

Par cette difrerence, on trouve, en convertissant en secundes, 35 se- 
rondes. Ainsi le passage finit pour Calcutta, le 9 decembre, a 

midi 25'" 35». 

On trouvera, en operant comme plus haut, que la derniere impression 
a lieu a 32** afi' a I'Occident de rextremite superieure du diametre du 
dis(jue solairc, et la (lure'e totals du passage pour Calcutta est 

4»«42'" I2». 
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Les resullals ohlenus (n^27 et 29) pour Theure de Tenlree el celle 
(le la sorlie fournissenl un controle de Texactilude de la methode indi- 
qnee aux n*** 19 el 20. 

il est ties-important anssi, comnne nous le vcrrons dans un instant, 
de considerer les contacts interieurs; neanmoins nous ne rapporlerons 
pas ici les calculs a execuier, on les conduirail absolument de la memo 
fagon que ceux qui ont ele exposes plus haut; contenlons-nous de dire 
qu'il faudra changer D -h ^' en D — D', 

On trouvc pour Calcutta : 

Heure du premier conlacl intcrieur. . . 20** 10" 5o*, 
Heure du dernier contact inierieur. . 23** 58'" 27*. 

30. Les qua^itites D -h D' et J) — D', qui exprimeni la somme ou la dif- 
ference des diametres apparenU, sont relatives au centre de la Terre; 
mats, a cause de la grande distance de Venus a la Terre, qui, dans les 
conjonctions ini'erieures, vaut environ 7000 rayons terrestrcs, la po- 
sition de Tobservateur a la surface de notre globe ne saurait avoir une 
influence appreciable sur ces quantites. 

II n*y a done pas, comme dans les eclipses de Soleil, a faire de cor- 
rection a cet egard; il n'y aura pas non plus a tenir compte ici de la 
variation de la parallaxe pendant la dur^e du phenomene. 



Determination de la parallaxe du Soleil par I'obseruativn 

dti passage de Venus. 

31. Nous allons montrer I'usage que Ton pent faire des formules 
fournies par la methode des projections pour la determination de la 
parallaxe du Soleil, et discuter Tapproximation sur laquelle on pent 
compter dans les calculs. 

La methode que nous proposons repose sur Tobservation complete 

d'un passage, c'est-a-dire Tobservation des quatre contacts; et, pour 

bien mettre en evidence toutes les consequences que nous voulons en 

tirer, nous avons choisi pour Tappliquer trois stations, savoir : Irkutsk 

(Siberie), Hobart-Town (ile de Van-Diemen) et Saigon (Cochinchine). 

On comprendra plus tard la raison qui a dicte le choix de ces stations. 

42. 
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32. 

Irkutsk. 

Longiiude 6»» 47™ 44» E, 

Latitude corrigec. . . 52"6' 18*' B. 

Pour ceKe laliiuile, p= 23',6G, en admeltanl les nombres doiines 
par les Epiiemerides. 

Premier contact exterieur. — Parlant des donnees ci-dessus et des 
i'ormules cilees plus haut, nous avons Irouve, pour Theure du premier 
contact exterieur calcule a un dixieme de seconde^ 

16^ 4^"' 5% 4 (lieure d*Irkutsk). 

Iinaginons actuellement (jue celte lieure ait ete directemenl observee 
au lieu d'avoir ete calculee, et designons par il\ — v Tbeure de la con- 
jonction a Irkutsk, laquelle nous est imparfaitement connue^ si la longi- 
tude de la station n'est pas exactenient deterininee et si les Tables de 
Venus component une petite erreur sur Tbeure de la conjonction en 
ascension droile. Supposons aussi que Tliorloge d'Irkutsk ne donne 
pas i'heureabsolue; soit£ I'erreur constantc affectant Tborloge, I'beure 
du contact sera 

et nous aurons, d*apres cela, pour le temps ecoule a partir de la con- 
jonction, 

t = 7.o'' 4^'" 5%4 H- £ — :^4 -^ ^ = — ^*' ^985 H- li, 

en representant s-f-v' par une seule constante w, ce que nous (erons, 
du reste, dans la suite de nos calculs, sans nouvelles explications. 

II vionl, en reduisant en nombres les formules du n^ 23 et en ne 
tenant compte quo des termes du premier degre par rapport ii ^ 

v — ()48,445 -h G:». ,53o m, 

)'rr:- 787,7^8 -4-0.38,823//. 

Nous corrigeons la declinaison du Soleil et Tequation du temps 
d'apres la longitude d'Irkutsk donnee par la Connaissance des Temps, 
ce qui fournit une approximation plus que sulFisante si Terreur de 
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riiorlogc r^est pas considerable, et nous trouvons ainsi, a Tinstant du 
premier contact, 

H=3l2<»25'l2". 

Ces quantites que nous avons ici delerminees par le calcul, en sup- 
posant exaclement connus les elements de la question, seront, dans la 
pratique, ubtenus comme il suit. La latitude d'Irkutsk etant exactement 
connue, si Ton observe la hauteur du Soleil, a midi, on trouvera sans 
peine la declinaison correspondante, et Ton pourra, connaissant le 
temps ecoule depuis le passage du Soleil au meridien jusqu*au premier 
contact, faire la correction de la declinaison et connaitre cette declir 
naison a Tinstant du contact; si d'ailleurs on observe au meme instant 
la haivteur du Soleil, on aura, pour trouver Tangle horaire, a calculer 
un angle d'un triangle sphcrique dont on connait les trois cotes. 

II est entendu que Ton corrigera les hauteurs observees de la refrac- 
tion et de la parallaxe, laquelle est connue d'dne maniere sufTisante 
pour que Ton puisse effectuer la correction. 

De la declinaison du Soleil, de Tangle horaire et de la latitude, on 

deduira x* et v', qui, en admettant les valours donnees plus haut, 

seront 

:c' = o,888o8i/i, 

>' = 0,453427/1, 

formules dans lesquelies yc; represenle la difference des parallaxes de 
Venus et du Soleil pour la latitude d*Irkulsk. 

Egalant maintenant la distance des centres du Soleil et de la planete 
a la somme des diametres apparents, nous arrivons a Tequation 

1 041043,6 -4-60946,4 io-\- 0,994 284 />'— 295 157,0 ^/ 

— 437,360/?- 327,641 />M == (^ -h^'j'. 

Dernier contact ex terieur. — Heure calculec: 

25'>3o'"5i»,2. 

Admettant cc nombre comme resultat d'observalion, nous formerons, 
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commo il a ete dit plus haut, 

/ = 1 ,61422 -h w, 
X zii 9499^^4 + 62,530//, 

y=^ 36 1 ,63 1 + 238,823//, 

D""0 = 22«49'46', 

H = 24"35'I8^ 

a?' = o,943635/>, 
>•'=— 0,255579/;; 

d'oii resuhe Tequation 

I o32 107,0 -h 60946,4*^'+ 0,955768/;' 
-+- 291 461 ,6// — 1606,89/?-!- 4io65oo/;// z=z{.^ 4-^')^ 

Les valeurs de p, ^ el y ne varient pas d'une maniere appreciable 
pendant la duree du passage, et Ton pourra, par la eombinaison des 
equations precedemment obtenues, eliminer les diametres apparents, 
ce qui conduit a Tequation 

(i) 8936,60 -HO,o385i6/>'— 586636,6// h- 1169,54/1 — 33i ,706/1// = 0. 

Premier contact intdrieur. — Le calcul a donne 

a 1^9" o". 

Admettant ce nombre, on a 

/ =— 2,85 4- //, 

^:rz676,8.'i9-i- 62,53*)//, 
7 = — 680,646 -f- 238,823 //, 

i)"° G =^22"48'5r', 

H = 31909' 43", 

X' =z 0,907536/?, 
j' = 0,401 784/?, 



d'oii 



920916,35 -h 60946,4 w'-h 0,984 725/y- — 240476,6// 

— 680,930/? — 3o5,4o6/;// =-(^ — y )'. 
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Dernier contact interieur. — Le ealcul a donne 

Admettant ce nombre, on a 

/ =z 1 ,068 56-+- u, 
.r r= ()?. 1 , 5 1 7 -^- 62 , 53o M, 
>' = 255, 196 -f- 238,823//, 

IV>"0 = 22<»49'34", 

11= 17^52' 39", 

x' ^= 0,954057/;, 
r' = - o, 1888^2 p; 

(Toil 

914318,58 4- 60946,4//^-+- 0,945886/;' -4- 237138, 3m 

— 1661 ,97 p — 29, 1 1^8 pu = (^ ~ y )'. 

L'eiimination de ^ — D' conduit a Tcquation 

(2) 6597 ,97 -h o, 038839/;*— 47761419M — 981 ,042/; — 9.76, 791 pu — o. 

Entin relimination de u entre les equations (i) et (2I conduit a la sui- 
vante : 

(3) 397640,9— 16645,2/; — 6,67272/;'— 0,002241 1 /'*-- o. 

Cette equation admet una seule' racine positive; elle est comprise 
entre 23,65 et 23,66. 

Or p= 23,66 est la valeur qui nous a servi de point de depart pour 
calculer a o% 1 les instants des quatre contacts; Tequation que Ton 
forjniera, en considerani ces instants calcules comme fournis par Toh- 
servation, donnera done, a uncentieme de seconde pres, la valeur de/;, 
ou la difference des parallaxes pour la station d'Irkutsk. 

33. 

# 

IIobari'Toivn (lie de Van-l)iemen). 

Longiiiide 9** 4o"' ' * E, 

Laiitiido oonigee.. . . 4'"46' 44"^- 

Pour celle latitude, p — 23,68. 
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* Premier contact exterieur. — Heure calculce : 

23** 39" 8% 7 ( heure de Hobari-Town ). 

• 

Nousadmetlons ce iiombre commeresultat d'observation, e(, puisque 
la conjonction a lieu a Hobart-Town apres le commencement du 9.de- 
cembre, designons par 34 -^ <^ce qui avail ete designo, dans la station 
precedents par ^4 — u, et nous aurons 

/ = — 0,347583 — - M, 
X =r 832,966 — 62,530 //, 
>' = — 83,011 — 238,823//. 

On calcuJera, comme plus haul, la declinaison du Soleil el Tequation 
du temps, ou mieux on fera dans la pratique Toperation expliqnee an 
paragraphe 32, et Ton trouvera 

D°» = 22^48' 47", 

H:r^3«i9'r,5; 
d'oii 

^'=: — 0,341 938/?, 

v'= 0,042 466 y:^, 

p designant la difference des parallaxes pour la latitude de Hobarl-Town, 
el Ton arrive a Tequation 

700 7'>. ^ ,?. -h 60 946,4 w -^ 0,118 725/;'— 64 520,95 // 

576,698/; - 22 ,4793 /;// _- [^ -f- >' y. 



Dernier contact exterieur. — Heure du contact : 

/ - 4, 14c 78 -''» 

X -- 1 1 1 3 ,998 — 6'^ ,53o //, 
v=^ 990,346 — 238,823//; 

D"" 0~ 22" 49' 37", 

H=:64"4'42". 
X' =: — 0,452542/;, 

1''= — 0,660 i3i /;; 
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ee qui donne Tequation 

!>22 1776,7 -h 60946,4 m'-I- 0,640567^*— 61 ?35y 14 If 

-4- 2315,78/7 — 371 ,9o4/>w = (t^ -+- y )'. 

1/elimination de ^ -h^ conduit k Tequation 

(i) I 521 053,64-0,521842/?'— 547830,4 u -h 1 739,08/; — 349, 4^^ A''' =^ ^' 

Premier coniact interieur. — Heure du contact : 

o4i'8'"3o%3, 

/ 1 o, i4i 75 — I/, 

X .— 863 ,564 — 6? , 53o n, 
v^ 33,853 -238,823//, 

!)"» = 0:?." 48' 53". 

Hr3r4oi',8", 

.r' — — 0,093 i74y/, 
>•':= o,o5i 465/?; 

d'oii 

746888,8 -+-60946,4//= 4 o.o885c>96/?^- 124 167,2// 

-h 5o2,865/? -- 12,0823/?// = (^ — yy. 

Dernier contact interieur. — Heure du contact : 

27^ 39*"45%o, 

/ — 3 ,6)625 — //, 
X ■-—. I o83 ,716 — 62 , 53o //, 
r-^ 874 ,689 -238,823//. 

D«" O :- 22°49' 32", 

U=.56"49'o". 

X'=z — O, I 12 I 18 2/?, 

y' = — o ,614 286/? ; 

Annate!' fcifntifiques de /'Fcole Nor male superieure. lomo VI. ^Z 



238 PASSAGE DE VENUS 

d'ou Tequation 

1939521 ,2 -h 60946,4 w*-i- 0,554 742/?'— 553 321 ,2M 

4- 1987 ,5o/? — 346,084 pu = (D — cV)'. 

L'elimination de ^ — ^' donne 

(2) 1 192632,4 -4- 0,466142/?' — 4^9 i54,i w -h 1484 ,64/? — 334i002/?M = o. 

Enfin reliminalion de u entre les equations (i) et (2) conduit a Tequa- 
lion 

(3) 593 180,24 — 24 3o6,3/? — 30,6731/;' — 0,01 1 4i5/;^=: o. 

Celle equation (3) a une seule racine positive comprise entre 2,68 
et 2. 69; or, la valeur/?= 23,68 nous ayant servi de point de depart 
dans nos calculs relatifs a Hobart-Town, I'equation (3) nous donne 
cij;alemenl la valeur de/>avec Tapproximation de o",oi. 

34. Les stations d'Irkutsk et de Hobart-Town ont ete recommandees 
comnie avantageuses. Pour Irkutsk, en effet, la duree du passage excede 
de 1 1 minutes celle qui serait observee du centre de la Terre; pour 
Hobart-Town, elle lui est inferieure de 10 minutes; ce qui fait entre 
les durees une difference de 21 minutes. \\ sera difficile, a ce que nous 
croyons, si Ton veut employer la melhode de Halley, d'en trouver de 
nieilleures. Nous n'avons pas ici k nous preoccuper de ces differences, 
et disons seulemenl que Tobservation complete du passage faile de 
Tune ou de Taulre de ces stations nous conduit a une equation du 
troisieme degre en /?, dormant la difference des parallaxes a un centieme 
de seconde, si, de ces stations, C instant des quatre contacts a ete ohsers^e 
avec r approximation d*un dixieme de seconde. 

35. Considerons actuellement la station de Saigon, pour laquelle la 
durec du passage n'excede que d'une minute la duree observee <lu 
centre de la Terre. 

Satgon (Cochinchine). 

Longitude 6*» 57" 26* E, 

Latitude corrigee. ... 10" 4^" 2^7" N. 

Parallaxe pour celto latitude />= 23^,73. 
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Premier contact exterieur. — Le calciil a donne 

2<)^' 56'" i8sG ( houre de SaYgon ). 

Adoptant ee nombre, el designant par 2/» -{- a riiouro de la conjonr- 
tion, on trouve 

/—-- 3,061 50 — Uy 

X -- (>63 ,9.65 — 62 ,53o «, 
)•— - 781 ,i56 — 238,8?3//, 

IV" o "22" 48' 4 7', 

H=r3i5"58'27", 

.r'-no,4{484-^/>, 
)•' ---: 0,682891 />; 

d'oii rrsulte requalion 

974 517,28-+- 60946 , 4 "• ^ <> ?^M ^25y>- -f- 26I) 290 , o w 

-+ 408, 5i6/? 4- 381,812;;^/ ^r(c> 4- cV)^ 

Dernier contact exterieur. — Heiire du contact : 

25»»36'»6S6, 

/ 1 ,601 83 — //, 
X —954,862 — 62,530 /<, 
r - 382,553 — 238,823 u, 

I)on Q_ 02" 49' 39", 
Hrrr25"54' 1 5", 



x' -- o,5i4 i4^A'» 
>•' -1 — 0,429262/;; 



equation : 



io58io7,7 -4-60946,4^/'-+- 0,44^612/;^-- 3o2 139, 95 f/ 

— 653,443/? — i4o,736/y// _ (.> -4 cV)=. 

L'elimination de t> -h ^' donne 

(i) 83598, 12 — o,2i56i3/;'— 568425,7 u — 1061 ,948/; - 522,548/>w .- o. 

43. 
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Premier contact interieur. — Heure du contact : 

t =1 — 7. ,6o4 333 — M, 
X = 691 ,85i — 62,530 //, 

^'=: — 621 ,973 — 238,823//, 
J)«n Ozz:22°48'52\ 

11=. 322" 49' 48", 

J7'= 0,474867/?, 

^'=0, 593732/?; 
equation : 

865509,454- 6o94^^>4 '''-^- 0,577 898 />*-f- 2io5tio,5M 

81 ,3729/? -h 342,933/11/ = (? — .^')' 



Dernier contact interieur, — Heure du contact : 

25»»8'"54%4. 

/= 1,148444 — //, 
X = 926,512 — 62,530 //, 
y =: 274 , 274 — 238 ,823 //, 

D«" = 22" 49' 34", 
H=I9«6'I6^5, 

^'=r 0,53 1 4^^/^y 
7';:= — 0,321 595/1; 

equation : 

93365o,7 -f- 60946,4 w'-i- o, 385844 />'— 24^^75,5// 

- 808,348/? - 87 , 147/1// = (c> - y )'. 

L'elimination de t> — D' donnc 

(2) 68 i4i ,26 — o, 192 o54/?'-- 4^7435,98 // — 889,721 p — 430,080/?// =: o. 
Knfin Telimination de // entre les equations (2) et (3) donne 

(3) 49''5o6, 12 — 2o3i3,i5/? — 18,7378/?'— 0,0076265/?'= o. 
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Cetle equation (3) admet une racine positive unique connprise entre 
23,72 el a3,73; or /? = 23,73 est la valeur qui nous a servi de point 
<le depart. Done V equation foumie par les observations de Saigon donne 
la m£me approximation que celles qui ont eti deduites des observations 
d' Irkutsk et de Hobart-Town, bien qu'a Saigon la duree du passage soil 
sensiblement la mime que pour le centre de la Terre. 

L'equation que fournirait Tobservation de Calcutta, oil la duree du 
passage excede de 3 minutes celle qui serait observee du centre de la 
Terre, conduit a la meme conclusion relativement a Tapproximation 
de p. 

36. La valeur de p connue, on passera a la valeur equatoriale cor- 
respondante p^ au moyen de la formule 

p,z=ip{\ 4-«sin*X), 

et on deduira facilement de/^, la parallaxe equatoriale du Soleil. 

Soit en eflet n cctte parallaxe, n celle de la planete, R et r les rayons 
vecteurs de la Terre et de la planete donnes par les Ephemerides a 
Tepoque du passage. Les centres de la Terre, de la planete et du Soleil 
etant en ligne drolte lors du passage, nous aurons la proportion 

71 H — r 
II ~ K '^ 

et, puisque 

n — r.^ftr 

on aura 

71 R — r 

p^ ayant ete trouve, comme on Pa explique plus haul, Tequation pre^ 
cedente fera connaitre n ou la parallaxe horizontale equatoriale du 
Soleil. 

N'ayant pas a notre disposition les Epbenierides de ha planete pour 
i874» nous nous abstcnons de faire des calculsqui, du reste, n'oflrent 
aucune difliculle. 
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Conclusiott. 

II resulte de nos calculs : 

I** Que si, d'un lieu donne, on observe Tinstant de chacun des quatre 
contacts avee Tapproximalion de o%i {*), on pourra deduire de ces 
observations une equation du troisienie degre faisant connaitre la dif- 
ference des parallaxes de Venus et du Soleil, et, par suite, celle du 
Soleil avec Tapproximation d'un centieme de seconde; et, pour arriver 
a un pareil resultat, il sulfira d'employer les Tables de logarilhmes a 
sept decimales. 

2^ Que rapproximation d'un centieme de seconde, pour la difference 
des parallaxes, sera oblenuc sans qiCil soil necessaire de connaitre exac- 
tement les diametres apparenls du Soleil el de la planete, sans quit soil 
necessaire non plus de connaitre exactemenl ni la longitude du lieu d^ob- 
sensation f ni Vheure locale ^ ni V instant de la conjonction en ascension 
droite. Les seules choses a connaitre d'une nianiere precise sont : les 
mouvements de la planete en ascension droite et en declinaison, la 
declinaison de cette derniere lors de la conjonction, et Tinstant de 
chacun des quatre contacts, lesquels pourront d'ailleurs etre observes 
au moyen d'une horloge qui ne marquerait pas exactemenl rbeure 
locale. 

3*^ Que les valeurs deduites des obsen^ations de Saigon el de Calcutta 
sont aussi approchees que celles qui seraient deduites d * observations faites 
a Irkutsk et a Hob art -Town oil Veffet de parallaxe sur la duree du phe- 
nomene est considerable. Les observations faites de stations plus rap- 
procbees de Tun ou de Tautre pole ne nous donneraienl pas d'ailleurs 
une approximation plus grande. Sera-t-il necessaire, d'apres cela, en 
vue de I'exactitude, de penetrer au coeur de la Siberie ou d'aborder la 
terre Adelie dans Themisphere austral? Nous ne le pensons pas, a 
moins que la melhode de Halley ne donne, ce que nous ignorons d'aiU 



(*) L'approximation de o%i sera difficile a oblenir, pcut-6lre, surtout pour le premier 
contact ext^rieur; mais n'y a-t-il pas lieu d'esperer que, grSce aux recherches des habiles 
observateurs qui s'occupeut de la queslion, on arrive, mdme pour ce premier contact, a un 
dogr(^ de precision suffisanl? 
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leurs, (les resultats beaucoup plus approches que celle dont nous nous 
sommes servi. 

Le Nautical Almanac nous indique des localiles pourvues d'observa- 
loires publics qui seront des stations avantageuses : Calcutta, Madras, 
dans rindoustan; Sidney, Melbourne, en Australie. On peut ajouler a 
cetle enumeration Batavia, Singapore, Canton, Saigon, etc., tons les 
lieux, en un mot, d'oii Ton pourra observer dans de bonnes conditions 
Tentree et la sortie. On delerminera facilement tons ces lieux en fai- 
sanl usage d'un globe lerrestre, conformement a la regie donnce n" 16. 

Note. — Nous avons regarde, dans noire travail, les mouvements de 
la planele et du Soleil comme rigoureusement uniformes pendant la 
duree du passage. Cela est permis pour le Soleil ; il s'agit de roconnaitre 
s'il en est de meme pour la planele. 

A defaut des Epbemerides de 187'i, nous avons consulte celles de 
1866. On sail que, tons les buit ans, les conjonctions se reproduisent 
sensiblemcnt dans les memes circonstances, et en effet la conjonction 
infericure de 18G6 a lieu le 1 \ decembre. 

Ce sonl les resultats fournis par la Connaissance des Temps, pour la 
presente dale, qui vonl nous servir dans la discussion qui suit. 

Moitvement en dccllnaison de ^ . 





Date. 


Di'clinaison. 


A 


A« 


1866. 


Decembre 1 1 


2?." 27' 12", 1 


» 


» 


1) 


)) 12 


22" 8' 45", 4 


-l8'2^)^7 


» 


)} 


» 1 3 


'2i"5o'i8",5 


-1 8' 26", 9 


, 




Mouvement 


en ascension droi 


'te de V^nus, 






Date. 


Ascension droite. 


A 


A« 


1866. 


Di'»cembre 1 1 


I7^l4'"52%8o 


i) 


» 


» 


» 12 


I7''I2'"21*, 16 


2"»3i%64 


)> 


» 


» 1 3 


i7*'9"'5o%98 


— 2"'3o%i8 


•s4 



II resulte de Tinspection des deux tableaux ci-dessus que, si le mou- 
vement en declinaison peut etrc regarde comme rigoureusement uni 
forme pendant la duree du passage, il n'en est pas de meme du mou 
vement en ascension droite, pour lequel il faut fairc une correclion. 
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Voici ia maniere d'operer qui nous parait la plus commode. 

Nous regardons, dans une premiere approximation, le mouvement 
en acension droite comme rigoureusement uniforme, et s'il s'agit de 
Hobart-Town, par exemple, nous arriverons aux aquations (i) et (2) 
!n"33J. 

La resolution de ces equations donne 

/?=r23",67, a = 2,8098. 

Ayant obtenu un premier systeme de valeurs approchees, il laut 
tenir compte des termes du second ordre affeclant le mouvement en 
ascension droite. 

Pour cela, on fera usage de la formule 



h cosD'H- /( yj cosD'-h - sin/i sinD' j 



qui fait connaitre la vitesse moyenne entre Tepoque de la conjonction 
et celle qui repond au temps t ecoule depuis cette epoque (n^ 23). 

Les lettres entrant dans cette derniere formule ont des significations 
connues; quant a la valeur de vj, d*apres le second tableau, et puisque 
le mouvement du Soleil est uniforme, elle est, en se reporlant a la for- 
mule d'interpolation de Newton, 

i",46Xi5 

2X?4 

et Ton trouve, en effectuant les calculs. 



T, cosD'h — sin A sinD' = o",o3o; 
2 



et, pour Texpression de la vitesse moyenne, 

/icosD'-ho",oi9/ = 238",823 h- o,o3o^ 

Pour Hobart-Town, la valeur de / au premier contact exterieur est 

( n*' 33 ) 

/ = — 0,3476- 2,8098:^-3,1574, 
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La vitesse moyenne sera, par consequent, 

238^823 — o,o3o X 3, iS'j^ = 238", 728, 

avec une erreur qui n'affecte pas le troisieme ordre decimal. 

D'apres cela, en designant pary Tordonnee de la planete, lors du 
premier contact exterieur, on aura 

X =^— 82,967 — 238,7281/. 

La valeur de x teste ce qu'eiie est au n® 33. 

On formera Tequation du second degre enp et u relative au premier 
contact exterieur; on formera de la meme maniere celle qui est relative 
au dernier contact exterieur, et Teliminalion de ^ + y entre les deux 
equations conduit a une equation de la forme 

dans laquelle les termes n'auront pas identiquement les memos coefii- 
cients que dans Tequation (i) [n^33]9 et qui d'ailleurs contient un 
terme en u^ affecte d'un coefficient relativement petit. 

La consideration des contacts interieurs nous conduira a {'equation 

(2) a'-i- b'p^-^ c'pu-^yu -^-fp-^ e'M'r- o, 

qui donne lieu aux memes remarques que {'equation (i). 

On remplacera, dans ces equations (1) et (2), u e{ p par u-hdu, 
p-h {fy), et cette substitution conduira a des equations de la forme 

m -+- dp{ bp -^ cu -\-f) -\- du{cp 4- 2 e m 4- t) ) = o , 
/n'4- dp(h'p -4- c'u 4-/') 4- du(c'p 4- 2 t'li -4- D' ) ^i-^ o. 

On tirera de ces deux equations les valeurs de dp que Ton ajoutera 
a la valeur precedemment obtenue pour/?, et Ton determinera finale- 
ment la valeur de cette inconnue avec Tapproximation d'un centieme 
de seconde. 

Annales scientifiques de I'Ecole NormaU superieure. Tome VI. 44 



346 PASSAGK DR VENUS SUR LE DISQUE DU SOLEIL. 

Si nous n*avons pas rapporle ici Ics resultats de nos calculs nume* 
riques, cela tienl a ce que, n'ayant pas les Ephem^rides de 1874 a Dotre 
disposition, dos calculs n'avaient pas le degre de precision convenable. 
Du reste, cette omission n'infirme en rien les conclusions posees dans 
notre travail. 
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ESPACES DE COURBURE CONSTANTE, 

Par M. E. BELTRAMI, 

PROFF.SSEUR A L UNIVEBSITi DE BOLOGNE. 



Tradnit de litalien par M. J. HOUEL. 



(Exlrail des Annali di Matematica pura cd appUcatn, 7.* s^rie, t. 11, p. 23'2.) 



Dans un Memoire insere au tome VII de la premiere serie des Annali 
di Matematica (Rome, 1866), j'ai etudie les surfaces douees de la 
propriete d'avoir leurs lignes geodesiques representees par des equa- 
tions lineaires, et j'ai trouve que cette propriete se verifie pour les 
seules surfaces de courbure constante et pour certaines variables spe- 
ciales que I'analyse du probleme a spontanement introduiles. 

Dans le present Memoire, j'expose les resultats beaucoup plus gene- 
raux auxquels m'a conduit le developpement ulterieur de cetle con- 
ception, combinee avec quelques principes traces par Riemann dans 
son remarquable travail posthume : Ueber die Hypothesen^ wekhe der 
Geometrie zu Grande liegen, public recemment par M. Dedekind dans 
le treizieme volume des Mdmoires de GoBttingue. J'espere que mes re- 
cberches pourront faciliter TinteHigence de quelques parties de cetle 

profonde etude. 

44. 
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Cerlaincs locutions, dont je fais, pour abreger, un frequent usage, 
ne paraitront, je crois, ni forcees, ni obscures a celui qui s*attachera 
plus au fond qu'a la forme. Le lecteur attenlif n'aura besoin d'aucun 
effort pour les entendre sans plus d'explicalions, en restant d*ailleurs 
completement libre de ne leur attribuer qu'une signification purement 
analytique. 

L'expression differenlielle 

J n ^dx^-^dx] -+- dxl -h ~.^~dxi 

( I ) a5 r^ R > 

X 

ou a?, 0*1, a^a, . . . , ocn sont n -\- i variables reelles liees par Tequation 

tandis que R et a sont constantes, pent elre regardee comme repre- 
sentant Vdlement lineaire^ ou la distance de deux points infiniment voi- 
sins, dans un espace de n dimensions* dont cbaque point est defini par 
un systeme de valeurs des n coordonnies a?,, ^Tj, . . . , a?^. La forme de 
cette expression determine la nature de cet espace. 
En posant, pour abreger, 



12 = ^dx*-h dx\ H-. . .-+- dx]t^ 

les lignes geodesigues de Tespace en question sont celles qui satisfont a 
Tequation 

avec la condition x^x -+- Xi ix^ -+-.., -f- x„^x„ = o. Au moyen des 
transformations ordinaires de la variation d*une integrals la premiere 
equation pent se developper ainsi : 

ety en ayant egard h la relation qui lie les variations &x, ix^,. . .» Sx^^ 
cette equation se decompose dans les suivantes : 
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k etant un facleur qui reste a determiner. Or, en muUipliant ces equa- 
tions respectivement par x^x^^,, .^ x^y et faisant la somme, on a 



( 






done, en vertu de Tequation (2), * = o, et, par suite, 

c,, C2, . . . , C;, etant des constantes. Ces n derni^res equations, etant ele- 
vees au carre et somm6es, donnent 

(5) i2 = ~ '''^ 



en faisant 

Cette valeur de Q rend identique {'equation (3), dont il est, par conse- 
quent, inutile de tenir compte; tandis que les Equations (4)» en elimi- 
nant xil et integrant ensuite, donnent 

Xt= b,x^-hb\, Xt=biX^-h b\,. . ., j;^, 1= ft,_, ar, -f- &'„_,. 

Done les lignes geodesiques de Tespace considere sont representees par 
n — I Equations lineaires entre les n coordonnees a?,, x^^ . . . , a?„, de 
menie que cela a lieu dans le plan et dans Tespace ordinaire, lorsqu'on 
fait usage des coordonnees cartesiennes, et dans les surfaces de cour- 
bure constante, quand on emploie les variables u, v du Memoire cite. 
Parmi les systemes de lignes geodesiques, il faut noter en particulier 
ceux qui $'obtiennent en egalant toutes les coordonnees, a Texception 
d'une seule, k autant de constantes. Par chaque point de Tespace passe 
une ligne geodesique de chacun de ces systemes, auxquels appartien- 
nent les axes coordonnes eux-memes des ^1, des a?,, . . . , des a;„, pour 
chacun desquels les coordonnees restantes sont toutes nuUes : nous les 
appellerons les systemes des x^ , des X2, . . • f des x„. 
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Pour obtenir la longueur de Tare geodesique /», compris eotre deux 
points donnes, observons que, d'apres Tequation (5), on a 



^ xsjx — c*x^ 

d'oii 



CX 



cosh"^ 



II 

Po etanl une constante arbitraire, et x desiguant la fonclion 



i/ Cc "~~" X I ^~" X 2 ^~' • • • """ Xfi • 



Si Ton represente par xj, x^^, ,.., x^ les valeurs des coordonnees au 
point p = o, c'esl-a-dire a Torigine de Tare, et par x^ la valeur corres- 
pondante de la fonction x, il vient 



I 

ta\ CX*—. , 

(^> cosh^ 



d'oii, en eliminantc, 



jt'cosh^ 

.r — , 

p — p. 



cosh 

n 

equation que Ton pent nieltre sous la forme 

a'sinh' ^ 

(7) =z -iXXuCOSh^ — X^— X*'. 

D'autre part, comme on a, par les equations precedentes, 

a;i2 = -^ = -.rflangh£l-j^, 

les equations (4) donnent 

c. i^ P — 9» Ci t_ P — P9 

X, = fl,-h - langh '-=7^j :c,=:g,4-~ taBgh *^ !> >"'» 
c i\ c 11 
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ou en introduisant, au lieu des constantes ai, a,, . . . , les quantites x% 

•*'2> • • • > 

P P 

Xi — x\= 6*, jr;t*sinh~» :ra— xl^^ c, j;z®sinh ^»' • •> 

K K 

d'ou, en elevant au carre et faistnt la somme, 

2 (a'— x^x* — x,xl — . . .— Xnx!;) — a-*— j:''=:c'a:'j:''sinh'^- 

n 

Cette equation, en vertu des equations (6) et (7), donne finalement 

O ) COS n TT = ^ - ■ -3 zr-: — ~ t 

K \/{a* — x]—x\—,..--xi)(a-—x** — xi*—..,- xH " ) 

et c'est la la formule generale qui fait connaitre la longueur d'un arc 
geodesique en fonction des coordonnees de ses extremit^s. 

En supposant reelles les variables x, x^,., .^ XnQl les constantes B, a, 
la limite de Tespace de n dimensions que nous considerons est Vespace 
de n — 1 dimensions donne par Tequation 

A rinlerieur de celte limite, c'est-k-dire pour 

jr J -f- :r5 4- . . . -H ^^ < a', 

le premier espaee est continu et simplement connexe. De I'^quation (8) 
il s*ensuit encore que les points appartenant a respace-limite sont tous 
a une distance infinie, 

' Dans tout le champ reel que nous venons de definir, la valeur de ds, 
donnee par Tequation (1), reste constamment positive pour tout systeme 

de valeurs des rapports 

dxi : dxi : . . . : dxn. 

Si Ton considere un second systeme d'accroissements d^^r,, ^x^,- . ., oV„, 
et que Ton pose 

os^ =• iv — 5 

x^ 

Texpression 

J ,* , n. {dxdx -^dxxixf^. . .-4- dXndx„Y 

X* 
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ne peul jamais devenir negative (en vertu d'une transformation bien 
connue dont elle est susceptible); par consequent, la quantite 

R'(rf^ 8x -+- dxt ixi-h. > . -¥■ dxqixn) 

x^dsds 

%■ 

ne peut jamais devenir plus grande que Tunite. On pent done toujours 
assigner un angle reel 9, pour lequel on ait 

(o) dxdx -+- dxt djT, -f- . . . -4- dxqdxn^= — zr-r- cos B, 

De cette possibilite resulte cette consequence importante, que, en 
calculant au moyen de Tequation (i) les trois valeurs de ds qui corres- 
pondent aux trois systemes suivants de valeurs des variables, consideres 
deux k deux, 

{Xf^dxtj Xi-h dxif, ,.f x„-hdxq)f 
{Xi -¥- ixif Xi -f- dwTj, . . . , ^» -f- ixti)y 

on trouve trois nombres proprcs a exprimer les longueurs des trois 
cotes d'un triangle rectiligne. Indiquons, en effet, par M, M\ M'' les 
trois systemes de valeurs en question, et representons ds par MM% ds 
par MM". Les valeurs du systeme M" peuvent se deduire de celles du 
systeme M' au moyen des accroissements respectifs 

dx\ — dx\y dxi — dx^f • • • , 8xq — dxnf 

attribues a ces dernieres. Par suite, en negligeant les infiniment petits 
d*ordre superieur au second, on pourra poser 

Wfr'=% [{ix - dxY-^idx^^ dx,y-\-,. . -4- (ixn- dx,Y] 

oc 

— // « A ' ^ ^[dxhx -4- dxxhx^'\-. . .-^dx^dx^) 

ou bien 



x^ 



— J 



M'M" =:MM' -t-MM' -aMM'.MM'.cose, 

6 etant un angle reel. Cette equation demontre la propriety enoncee, et 
fait comprendre comment on peut assimiler tout systeme de valeurs des 
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variables a^i , a?^, . . . , a7„ a un point d^fini par ses coordonnees. Cest dans 
le meme ordre d'idees que Ton considere deux elements lineaires ds, is 

eomme orthogonaiuv , lorsqu'on a, pour ces elements, 9 = -i e'est- 

k-dire (9) lorsque les accroissements correspondants d, i satisfont a 
la condition 

(10) dx&x -k- dxi dXi H- . . . 4- dxn 6x„ = o, 

que Ton pent appeler, pour la commodite du langage, la condition 
d ' orthogonality. 

Considerons, par exemple, Tespace de /i — i dimensions a:, = o, et 
supposons que d'un de ses points partent deux elements lineaires. Tun 
ds situe dans Tespace lui-meme, I'autre &s dirige suivant la ligne geo- 
desique du systeme a:^ passant par ee point. Dans ce eas, on a 

et, par suite, la condition d'orthogonalite est satisfaite, c'est-a-dire que 
chaque ligne geodesique du systeme o^i (ou, plus g^neralement, du 
systeme Xr) est orthogonale ^ I'espace a:, = o (ou 0?^= o) au point oil 
elle le rencontre. Done, en particulier, a Torigine des coordonnees, les 
directions des n axes sont toutes orthogonales entre elles. On demontre 
avec la meme facilite que Taxe des Xr est orthogonal a tons les espaces 
Xr= const. Les n lignes geodesiques menees d'un point arbitraire de 
Tespace dans les systemes x^, a?2»...» x„ sont perpendiculaires aux 
espaces de /i — i dimensions x, = o, a?2 = o, . . . , x„= O9 d'une ma- 
niere analogue a ce qui a lieu dans le plan et dans Tespace ordinaire, 
quand on emploie les coordonnees rectangles. En appelant X,, X2> • • ., 
X„ les portions de ces lignes geodesiques comprises entre le point donne 
et les espaces auxquels elles sont respectivement perpendiculaires, 
on a 



/ X V ^1^ V^^' 4- xf. -f- Xr 

(II) X.= -log-==== 

Considerons le systeme complet des lignes geodesiques issues du 
point determine {x% xl,..., x^). l\ sera represente par le systfeme 

Annates icientifiques de Vtcole Normale sup^rienre. Tome VI. 4^ 
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suivant d'equations differentielles, dont la derniere est une consequence 
des premieres, 

tlx\ dxi dxn dx 

— J . . . ~ jj- — — — — J 

X\ — X, Xt — X^ Xn — Xff Z 

X 

X 

en posant, pour abreger, 

La condition (lo) donne, pour T^quation difTerenlieUe de Tespace de 

n — I dimensions orthogonal a toutes ces lignes geod^siques* la sui- 

vanle : 

dz dx 

Z X 

d'oii, en integrant 

. fl — Xi X , — X2 X ^ — . • . — Xn Xff ^ 

(12) = (-.. 

V«'— X\^ X\~- . , . — Xn 

£n comparant cette equation avec Tequation (8), on voit que Tes- 
pace qu'elle definit est aussi le lieu des points equidistants du point 
{x\, x\, . . . , xl)\ e\f ^n appelant p la distance constante, on a 



C = V'^* — -^r — i;' — • • • — ^1'- cosh^ mar'COSh^' 

Comme I'equation (12), d'apres la maniere dont elle a ete obtenue, 
subsiste encore quand le point [x\, x\^ .... x^) s'en va a I'infini, c'est- 
a-dire quand x^ devient nul et p infini, on voit ainsi que, dans ce cas, 

le produit ip^cosh^ converge vers une limite finie, qui ne pent dif- 

ferer de celle du produit -a?®e". En ecrivant done p'— p au lieu de /o, 

et faisant aller a Tinfini le point {x% x^f ..., x^)y tandis que p reste 
constant, on trouve, k la limite, I'equation 

(i3) ja' — Xtx* — Xtxl — . . . — Xn xj _ ^.^-t^ 

^a^ — x\ — x\ — . . . — JT^ 

ou Ton a 

xf'-f- A-;'-^. ..-4- j:J'=a*, 
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et cetle equation repr^sente un systems d'espaees de n dimensions qui 
peuvent etre definis comme les trajecioires orlhogonales detoutesles lignes 
giodisiques qui corwergent vers un mime point a Vinfini (a?^ , a?5 , . . . , o*^) . 
Les diverses trajectoires se distinguent entre elles par les valeurs du 
parametre p, qui exprime la distance constante entre une queleonque 
d'entre elles et la trajectoire determinee p = o. La constante k est donnee 
quand on donne un point de cette derniere trajectoire. 

Nous demontrerons tout a Tbeure que la nature de Tespace considers 
jusqu*ici est telle, que, si Ton en limite une portion queleonque et 
qu'on la transporte dans une position differente de celle qu'elle occu- 
pait d'abord, on pent toujours obtenir sa superposition avec une autre 
portion correspondante du m^me espace. Pour concevoir comment cela 
pent avoir lieu, imaginons, dissemines dans cette partie de I'espace, un 
nombre oo " de points infiniment voisins les uns des autres et reunis 
deux a deux par les petits arcs g^odesiques qui en tnesurent les dis- 
tances mutueUes. Cela pos^, la supeiponibiUti dont il s'agit consiste en 
ce que, en toute autre partie de Tespace consider^, on pent disseminer 
des points appartenant k cet espace, et qui ont entre eux les memes 
distances mutuelles et la meme disposition qu*avaient ceux de la por- 
tion imagin^e; de telle sorte que le reseau n°P^*, forme par les lignes 
qui joignent les points contigus de cette portion, pent Stre complete- 
ment identifie avec le reseau analogue de Tautre portion, sans que les 
liaisons des points doivent etre en aucun lieu rompues ou redoubl^es. 
Les alterations que le premier reseau doit subir pour s'identifier avec 
le second ne peuvent d*ailleurs devenir apparentes que lorsqu'on les 
considere Tun et Tautre par rapport a un espace ayantptus de n dimen- 
sions; tant qu'il n*en est pas ainsi, les deux reseaux presentent le 
caractere de YegaUte par coincidence ou par symetrie. Cette derniere 
observation se rattache a une ing^nieuse reflexion de Moebius {Bary- 
centrischer Calculf p. i84). 

Supposons d'abord Tespace rapporte k un nouveau systeme d'axes 
geodesiques, des y^9 y^^ • • • »y/i> ayant meme origine que les premiers 
et, comme ceux-ci, orthogonaux entre eux. Comme toutes les lignes 
geodesiques sont representees par des equations lineaires, il est clair 
que les substitutions, pour passer des variables x aux variables j, doi- 
vent etre liniaires; mais il est facile de se convaincre, en outre, que leur 

45. 
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forme doit etre celle que nous avous appelee orthogonale. En effet, la 
tbrme (8) montre que la distance de Torigine ^ un point quelconque 
(a?, , a?2, . . . , a:„) ne depend que de la fonction a? J -+- a?J 4- . . . -h a?* . On 
aura done 

X , -f" ^ J -f- . . . -+- Xn = y\ -t- y^ -+-...-}- y^ , 
dx] 4- dx\ -h . . . 4- dxl = rfj} -4- rfjl 4- . . . -+- dyl, 

m 

et, par suite, 

dx] -h e/xj -4- . . -4- r/.rj _ </rf -I- dr] -h . . . -+- rfri 

■ ■ I » « 11 .1 - ^^ ^^^ • I ■■!' ■■■ ■■■ ■■■ m il ■ I — ^—1 ^^^ • 

x^ X^ 

(]ette identite de forme des deux elements montre bien que deux reseaux 
dont les sommets correspondants seraient lies par les equations 



Xi — ^1, Xt — y*9 



^«=r- 



seraient parfaitement superposables. Or il est clair que le second de ces 
reseaux ne serait autre chose que le premier, qu'on aurait fait tourner 
autour de Torigine en meme temps que les axes primitifs jusqu'^ ce 
que ceux-ci prissent la direction des nouveaux. II est done prouve que 
la superponibilile dont nous parlions a lieu effectivement quand le 
deplacement se reduit k une simple rotation autour de Torigine. De 
plus, comme on pourrait poser plus generalement 



Xt = zr:xi, x,=:z2zx7 



x^=±X, 



R> 



avec la faculte de combiner les signes d'une manifere quelconque, il est 
clair que, outre Tegalit^ par coincidence, il y a plusieurs espfeces d*ega- 
lite par symetrie. 

Puisqu'un changement d'axes, I'origine restant fixe, n*altere pas la 
forme de Telement lineaire, il reste maintenant a rechercher I'eflet 
d'un changement d*origine. Et puisque, en prenant dans Tespace un 
point quelconque, on pent deja supposer Taxe des x^ dirig^ vers ce 
point, il est done permis de prendre la nouvelle origine sur cet axe au 
point a?, = a|. La nouvelle transformation a effectuer consiste done a 
conserver Taxe des a?, et les systemes coordonnes precedents des x^, 
x^,..., x„, et a substituer au systeme des lignes geodesiques perpen- 
diculaires a Tespace a?, = o eelui des lignes geodesiques perpendicu- 
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laires a Tespace ati = a, , parmi lesquelles se trouve Taxe primilirdes a;, . 
Appelons les nouvelles coordonneesyoy2»- ••>7«» ct soil b une con- 
stante qui joue par rapport a celles-ci le meme role que la constante a 
par rapport aux x. Nous designerons pareillement par Y|, Y,, ...,¥;, 
les lignes geod^siques analogues k X,, X2> • . . » X;,, et Ton aura evidem- 
ment, comme dans la formule (ii), 



Cela pose» observons que, en laissant invariables les systemes primilifs 
des iTj, J?,,..., a?„, on a d^abord pour ces systfemes X^=Y;., et, par 
suite, 

(i4) -f = db — 5 pour r=2, 3,. . ., n. 

X y 

En elevaut au carre et sommant d'abord ces equations, puis leurs dif- 
ferentielles, on a les deux formules 

\ X' \ X) \ xj X' \ r) \r I 

oil Ton a fait &^ = dy^ -^r dy\ -^^ ... -f- dy^. En second lieu, si Ton con- 
sidfere, sur Taxe des ^i, les portions X^, Y^ interceptees entre les deux 
origines et le point oil I'axe lui-meme est coupe par Tespace x^ = x^, 
on a 

2 a — Xx 2 — Jfx 

tandis que la distance entre les deux origines a pour valeur 

-log 



2 ^ a — a 



t 



11 est done clair qu*il faut poser 



2 a — 01 
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c'est-a-(lire 

(a — x,)(a-+-«,) "" 6—7,' 
(.6) " «ft(^.-«.), ^_«(^r. + a,6), 

(les deux fornmles donnent lieu aux relations 






(«»— «,x»)' 



lesquelles, combinees convenablemeDt avec la premiere des equa- 
tions (i5), conduisent aux deux suivantes : 



a 



- i/a' — aJ = a--i-«, ~> 

^ r X 

, (<'iy-(''5)=(^i)'-(^r)' 

En verlu de cette derni^re equation, la seconde des equations (i5) 
donne 

dx'-h dx\ -h . . .-I- dxn _ rf/'-f- dy\ -♦-...-*- dy\ 

— , — : , 

x^ r 

d^oii il s*ensuit que Texpression de Telement lin^aire conserve encore 
la rneme forme lorsqu'on change Torigine, et, en consequence, par un 
raisonnement analogue a c'elui de tout a Theure, que la superpouibilite 
a lieu dans tons les cas, puisqu*il suffirait maintenant d*employer une 
nouvelle substitution orthogonale pour rendre les nouveaux axes com- 
pletenient independants des premiers. 
Les equations (i4)» (i5, premifere), (17) donnent 



,ayr>la}—a\ ^ 

Xr=±:-=h-^ "i pour r=2, 3, ...,ii; 

ab-^axj-x 

de la et de Tequation (16, seconde), on conclut que la transformation 
d'axes la plus generale a lieu au moyen de substitutions homographiques. 
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En faisant abstraction de cette Iransformation des coordonnees a;,, 
^tf'f^n en d*aulres de la m^me espece, il y a d*autres transforma- 
tions qui donnent a Telement une forme remarquable. Cette transfor- 
mation, que Ton pent appeler /?o/a/r^, s*obtient en posant premierement 

avee la condition X J 4- X^ -f- . . . 4- X^ = i . On tire de la 

dx\ -4- dx\ -4- . . . H- dxl, = dr'-h r*d\\ 

en faisant rfA* = rfX J -+- rfXJ 4- . . . + dX^ ; par suite. 






Mais, en appelant p la distance geodesique de Torigine ou pole au 
point (a?!, a?a, . . . , x„)f on a 

-r : = dp, ■ == sm h' ^ •, 

done 

(18) ds' = dp' -^(Rsinh^ydA^ 

forme qui justifie la denomination de polaire^ puisque les variables y 
sont le rayon vecteur p et les quantit^s X qui d^fmissent la direction de 
ce rayon. 

De cette forme on passe facilement k une autre, que Ton pourrait 
appeler stdrdographique^ et qui s'obtient en posant 

5,= 2Rtangh^.Xr, 

p et X| ayant les memos significations que tout k Tbeure. De la on tire 

Xr^/p + Rsinh ^' rfXr=rf5r«cosh« -^, 

cosh* -TT = 



aK-^_|[-^?J-f-...4.$J 



4R» 
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et, par suite, en elevant au carre et sommant les equations qui resuUent 
de Tavant-derniere, en y faisant r= i, 2,..., /i, el ayant egard a la 
derniere et a Tequation (18), 



('9) ""^ 5j_^5;-+....4-5J 



I — 



4R' 



Gette forme a cte donnee sans demonstration par Riemann, dans le 
Memoire posthume cite (II, § 4). 

Riemann a indique un autre systeme de coordonn^es, dont il tire la 
mesure de la courbure d*un espace donne autourd*un point (II, § 2). 
Ces coordonnees sont, a certains eg^rds, analogues aux coordonnees 
orthogonales cartesiennes^ puisqu'elles se deduisent des coordonnees 
polaires en faisant 

On tire de la 

et, par suite, elevant au carre et sommant, 

,.^__ (z]-\-zl'h...-hzl){dz]'\'dz\-^...-i-dzJ,) — (Zidzt'hZ2dZi'h...'^z^dz^y 

.ou bieQ 

, _ l{ZidZi—ZidZiY ^ 
~ P* 

le signe £ comprenaut toutes les combinaisons binaires des indices. On 

a aussi 

,, ,5 J - , , I.(ztdZi — ZidziV 

9 

d'oii, en substituant dans (.18), on tir£ finalement 

(20) rf5'=rf2j-4-rfzJ-f-...-hrfzi-h M (-sinh^j —I 2(z,rfz,--Zjc/5,)% 
ou 

(20') rf*^==rfzjH-c^z;4-...-+-rf2i-^^^4-^|^^^ 
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oil Ton a /!5" = zj -f- zlj -h . . . -h z^, la serie convergente enlre paren- 
theses proeedant suivant les puissances de^- Pour de tres-petites va- 
lours de p, on peul prendre sinoplement 

ds^:=z dz^-hdzl 4-.. .-hdzl-i- ^-r- l{z^dz:— Zidz.y, 

Or, en considerant un element de surface passant par Torigine, on pent 
faire en sorte (par un choix convenable des axes 2,, Zj,..., ou x^^x^,--*) 
que cet element coincide avec celui de la surface z^:= o, 24 = 0,..., 
Zn-= o, a laquclle correspond, dans le voisinage de Torigine, relement 
lineaire 

ds^z=z dz\ -f- dz\ 4- x-g-, ( z, dz2— Zidz.Y; 

et, puisque Taire du triangle infinitesimal qui a pour sommets les 
points (o, o), (z,, z^)^ [dz^j dz^), dont le second est iniiniment 

voisin de Torigine, est egale a - (5, rfza — ^2 ^^i)» on en conclut que 

l{z^dz2 — z^dz^Y est egal a quatre fois le carre de Faire du triangle 
infinitesimal qui a pour sommets les points (o, o,..., o), (z,, jSa,...,^^), 
{dzt, dz2,.-., dz„), dont le second est infmiment voisin de Torigine. 
Si done on divise la somme des termes du quatrieme ordre dans Tequa- 
tion (ao') par le carre de Taire du triangle infinitesimal en question, 

on a pour quotient ^; et puisque, selon la definition de Riemann, ce 

quotient, multiplie par — v? exprime la mesure de la courbure dans le 
sens de Telement de surface que nous considerons, on voit que, dans 
Tespace dont il s'agit, cette mesure est constante et =;= — -r- dans toules 
les directions autour de chaque point (*). C'est pour cola que cet espace 



(*) Pour apercevoir la coincidence de la d60nilion do Riemann avec celle de Gauss, rap- 
pclons-nous que, d'apr^ Gauss, la mesure de la courbure de la surface d6finie par T^l^mcnt 

est exprim6e par -ji ' '" ^i^ni en g^n^ral une fonclion de p el de 0. Si la variable p 

jdnnales scientifiques de I'Acole Nor male super ieure. Tome VI. 4^ 
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peul etre convenablement designe sous le nom d'espace de courbure 
conslante, 

Une quatrieme transformation, tres-imporlante, est celle que Ton 
obtient en introduisant n nouvelles variables independantes vj, vj, , . . . , 
y?;,-!, et posant 

R.r Hx, R^ji_i 



a — Xn O. — Xn a — Xn 

On en tire immediatenient 



d'oii Ton conclut que laformule(i) represente encore Telementlineaire 
d'un espace de courbure constante, lorsque les/n- i variables^, o?!,..., 
Xn sont independantes entre elles et ne sont plus liees en aucune faQon 
par la relation (2), si ce n'est que, dans ce cas, le nombre des dimen- 
sions de Tespace est /i 4- i, el que la propriete des lignes geodesiques 
d'etre representees par des equations lineaires nesubsiste plus (*). Mais 

est la longueur d'un arc g^od^sique issu d'un point de la surface oil celle-ci ait une courbure 

ordinaire, la fonction m est de la forme m = p(i-f-w'p*), m' 6tant une fonction qui, pour 

p = o, n*e8t ni nulle ni infinie (f^ojrez les AnnaUdi Matcmatica, ae s6rie, 1. 1, p. 358), et par 

suite la mesure de la courbure au point p = o est = — 6 ///'«. Cela pos6, les coordonn^es de 

Riemann 

z, = pcosO, 2j = psinO 

donnent a I'^l^menl consid^r^ tout ^ Thoure la forme 

et, par suite, la mesure de la courbure au point p = o est, d'apr^s Riemann, 

-^Jiim^^-yp^). 

4 p 

Or 

lim j-^ (pour p = o) = 2///,; 

done les deux expressions coincident. 

II est clair que /n'^, c'est-Si-dire (w')p = o doit 6tre une quantity ind^pendante de 0. 

(*] La forme (21) a 6i^ indiqu6e, pour le cas de deux dimensions seulement, par M. Liou- 
ville dans ses Notes sur Touvrage de Monge, p. 600. 



DES ESPACES DE COCRBURE CONSTANTE. 363 

une consequence assez remarquable qui sc deduit de Texpression (21), 
c'est que Tespacc de /i — i dimensions -n = const, a sa courbure nulle 
en tous ses points, puisque son element lineaire est de la forme 

(Is =z const. X \fdr}] -f- dnf^' • .-4- ^//Jn-.* 

En cffet, si Ton a egard a la formule de Riemann (19), on voit imme> 
diatement que Telement ne peut se reduire a la racine carree de la 
somme des carres d'autant de differentielles exactes qu'il y a de dimen- 

sions, a moins que Ton n'ait g = o. L'espace rj = const, est done un de 

ceux que Riemann appelle espaces plans (II, § i)» et dans lesquels ren- 
trent le plan et Tespace ordinaire, definis par les formules 



ds = sjdx^ 4- rfj% ds = \Jdx^-\- dy^-\- dzK 

Maintenant Tequation yi = const, admet, apres ce que nous venons 
de dire, une interpretation tres-simple. Le point k Tinfini sur Taxe des 
x„ a pour coordonn^es 

et partant Tequation (i3) devient, pour ce point, 



a — X, 



X 



^ =k'e ^, 



en posant k'=-" Done 






et, par consequent, I'^quation vj = const, equivaut k cette autre 
p = const.; d'oii Ton conclut (puisque la direction de Taxe desa;„ est 
arbitraire) que Tespace de /i — i dimensions yj = const, n'est autre 
cbose que Tune des trajectoires orthogonales de toutes les lignes geo- 
desiques convergentes vers un meme point a Tinfini, c'est-a-dire d'un 
systeme de lignes geodesiques paralleles entre elles. Reciproquement, 
chacune de ces trajectoires orthogonales a en tous ses points une cour- 
bure nulle, et, par suite, deux quelconques d'entre elles (appartenant 

46. 
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au moins au meme systeme) sont superposables Tune a Taulrc dc toutcs 
les maniercs possibles. 

En introdiiisant dans Tequation (21) la variable p au lieu de 17, on a 
I'autre forme equivalente 

(21') ds'=dp'--^h"e *(rfy3j-4-rfr}J-f-.. 4-rfyj;U). 

On a deja vu que Tensemble de /i — i equations lineaires entre les 
coordonnees x,, a^a...., ^« represente une ligne geodesique. Voyons 
ce que repreSenle, plus generalement, Tensemble de n — m equations 
lineaires. 

En supposant qu'on ait deduit de ces equations les expressions de 
n — m coordonnees en fonction des m restantes, il est evident que le 
nombre des parametres independants eontenus dans un tel systeme est 
(m 4- 1) (71 — m). Imaginons maintenant que toutes les n coordonnees 
a;,, a;2f...9 ^/i soient exprimees lineairement en fonction de m variables 
£^4, £^29--*»<^iii* Ces expressions comprennent a elles toutes (m + i)/i pa- 
rametres; mais, si Ton assujettit ces paramfetres k verifier Tidentite 

icj -4-^;-f-. ..-4-^^= l/jH-ttJ-f-. . .-f-Mm-+- A* 

(A restant indetermine), il est clair que Ton ajoute ainsi ^^-^ — - -4- m 
conditions, en sorte que le nombre des parametres independants qui 
restent sera (m-i- i)/i — ^^-^^ — ^ — m. Or ce nombre surpasse de 

^^^"~ le nombre (m -h i) (/i — m); done les relations supposees 

entre les x et les u^ avec la condition indiquee, sont telles, qu'elles pen- 
vent toujours tenir lieu, sans aucune restriction, du systeme donne de 
n — /w equations. Cela pose, de ces relations, en posant 

on tire 

rfjF'-h dx\ -h . . . -I- dxl -: (/a»-h rf«J -H... . •+- dufny 



done 



X^z-z M»; 



, 1^ v^"*+ du\ -f- . . » 4- dujn 



n 
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avec la condition 



M'-h M* 4- . . . H- U^^zzza'\ 



Gonsequemmcnt, le lieu des points represenles par I'ensemble dcs 
n ^ m equations lineaires entre les coordonnees a?,, iCj,..,, a?,, est un 
espace de m dimensions dont la eourbure est partout constanto et egale 
a celle de Tespace priniitiF. 

Ainsi, par exemple, /i — 2 equations lineaires representent une sur- 
face de eourbure constante ( = — r|^ U que Ton designera convcnablo- 
ment sous le nom de surface du premier ordre; n — 3 equations repre- 
sentent un e5/?acea/n>i56?f7ne/2520/25de eourbure constante ( = — |j;)'^^^*- 

Un ligne geodesique reelle est determinee sans ambigu'ite par deux 
points deTespace; dans I'hypothese admise jusqu'iei, cetle propriele 
ne pent souffrir aucune exception. 

Une surface du premier ordre est determinee sans ambiguite par trois 
points de Tespace. Elle contient entieremcnt la ligne geodesique qui 
passe par deux de ses points reels, en sorte que, si deux surfaces reelles 
du premier ordre ont deux points reels communs, elles ont6gaIement 
en commun toute la ligne geodesique determinee par ces deux points. 

Un triangle geodesique est toujours situe sur une surface determinee 
du premier ordre, laquelle est encore determinee lorsque le triangle 
est inBnitesimal. C'est pourquoi, si Ton prolonge suivant des lignes 
geodesiques tous les elements lineaires contenus dans un meme ele- 
ment de surface, les lignes geodesiques ainsi obtenues ont toutes pour 
lieu geometrique une surface determinee du premier ordre. 

Quand deux surfaces du premier ordre se coupent le long d'une 
ligne, necessairement geodesique, leur angle est partout constant, c*est- 
a-dire qu*en menant par un point de leur intersection deux elements 
lineaires normaux k cette intersection. Tun dans la premiere surface, 
Tautre dans la seconde, la distance infinitesimale de leurs extremites 
est constante s'ils sont eux-memes de longueurs constantes. En effet (*), 
en supposant Taxeo^i dirige suivant la commune intersection des deux 



(^) La demonstration suivante, qu'on aurait pu, a la rigueur, omettre, a ^t^ ins6r4e a cause 
des formules auxquelles elle conduit. 
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surfaces, les equations de celles-ci peuvent evidemmcDt se mettrc sous 
la forme 

( X-x ^^^ /Wa Xn^ Xs "=^ Wi X„f « • • , Xn—i ^^^^ /Wn— i Xn) 9 
Xi — m^Xny X2 — tn^XHf,m.f Xn^i — ni^_^Xnlf 

les quaniites /n, m' etant des paranietres constants. Ges deux surfaces 
sont coupecs par I'espace a?, = a, suivant deux lignes geodesiques qui, 
d'apres une remarque precedente, sont orthogonales a I'axe a?,. Les 
deux points qui ont pour coordonnees 

{Xi=ai, ^2Z=:/7l',V„, .., X»^i=zni^_^x'^y Xn=^x'„) 

sont situes respectivement sur la premiere et'sur la seconde surface, el 
precis^ment sur les deux lignes geodesiques dont il s'agit, etieur dis- 
tance p est donnee (8) par la formule 



cosh — 



p a^— a] — MXnX'n 



oil Ton a pose 

m»= I -4- mj 4- . . . 4- /n^_, , m''= i -+- m'/ -f- . . . H- m'^^ , 

< 

De la, en appelant (7, a' les longueurs des deux lignes geodesiques 
comprises entre le point commun Xt = a, et les deux points consideres, 
on tire 



.0- v/rt^— rtj ,(t' )Ja}—a\ 

cosh =r = ' cosh TT = 



i^ sla^—a\ — m^'xl ^ v/a' — aj — m'»ar;' 



et, par suite. 



0- mxn . , 0"' m'^i 



sin h — — ^ sinh-;r- = 



valeurs qui montrent que 

, P ,0- ,0-' M . , (7 . . (T' 

coshg = coshj^cosh-^--— ,s.nhgs.nh^. 
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Coiiime, dans cette formulc, il ne rcste plus trace du point ai pris sur 
Taxe J?i, on voit qu'cn menant par un point quelconquc de cct axe, 
dans les deux surfaces, les iignes geodesiques de longueurs a, 7\ la 
distance geodesique de leurs extremites est toujours constante. Kt, 
puisque cette propriele subsiste pour des longueurs quelconques (7, g\ 
elle subsiste necessairement pour des longueurs infinitcsimales, d'ou 
decoule le tb^oreme enonee. 

En se rappelant que, en vertu de ce qui a ete demontre plus baut 
(p. 352), les triangles infmitesimaux sont assujettis aux relations ordi- 
naires de la trigonometric 4)lane, on reconnait immediatement, en ren- 

M 

dant infiniment petites les longueurs p, c, g\ que — > est le cosinus de 

Tangle que font les premiers elements des deux Iignes geodesiques c, (7', 
c'est-a-dire de Tangle des deux surfaces. D'autre part, il est facile de 
voir que le triangle actuellement considere pent etre un triangle geo- 
desique entierement arbitraire; done, enlre les cotes a, 6, c et les angles 
opposes A, B, C d'un triangle geodesique situe dans Tespace considerr, 
on a la relation 

, a . b , c I'^i^ 4 

(22) cosher = cosn-TT cosh jr — sinner sinli ~ cos A, 

en meme temps que ses analogues, relation qui ne differe de la formule 
fondamentale de la trigonometric spberique que par le cbangement de 

R en R yf^ (R etant le rayon de la spbere), les cotes et les angles res- 
tant les memes. Cela concorde pleinement avec un fait deja signale par 
Minding {Journal de Crelle, t. XX), et demontre par Codazzi [Annates 
deTorlolini, 1857), si Ton se rappelle que le triangle geodesique con- 
sidere est situe entierement sur une surface du premier ordre, c'est- 
a-dire de courbure constante negative, par rapport ^ laquelle il est 
egalement geodesique dans le sens ordinaire. Si Ton suppose Tangle (I 
droit, les deux formuies qui so deduisent de la formule (22) par la 
permutation des elements donnent, moyennani une combinaison con- 
venable, 

(23) ianghg = tangh-cosB. 

Si Ton imagine maintenant que le sommet de Tangle A aille en s'eloi- 
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gnant iiul^finiment sur le cote b de Tangle droit, (andis que le cote a 
resle invariable de position et de grandeur, Thypotenuse c croitra jus- 
qu*a rinfini, et a cette limite les equations (22), (-23) donneront 

cosA = i, langh-^ = cosB. 

La premiere formule fait voir que A = o, c'est-a-dire que les deux 
coles 6, c se rapprochent asyniptotiquement, lorsque k somtnet de 
Tangle A est a Tinfini ; la seconde fait voir que la limite de Tangle B 
n'est pas Tangle droit, comme dans le plan, mats un angle moindre 
que 90 degres, dont la grandeur depend de la distance a, an moyen de 
la formule 

(24) lang- =:^ *' 

equivalcnte a la precedenle. Si Ton appelle /^am/fe'/es deux lignes geo- 
desiques convergentes vers un meme point a Tinfini, comme nous 
Tavons deja fait, on voit, par consequent, que par un point on peut 
mener deux lignes geodesiques distinctes, paralleles a une ligne geode- 
sique donnee; que ces deux paralleles sont egalement inclinees de part 
el d'autre sur la ligne geodesique menee du meme point normalement 
a la ligne donnee, et que leur inclinaison B sur la normale est liee a la 
longueur a de cette meme normale par la relation (:24). Ge r^sultat 
s'accorde pleinement avec celui qui forme la base de la Geomitrie non 
eucUdienney dont les principes, deja famihers a Gauss, ont 6le exposes 
de main de maitre par Lobatchefsky, dans ses itudes geomdtriques sur 
la Theorie des Paralleles (traduites par Hoiiel, 1866), sous forme synthe- 
tique. La possibilite de sa construclion au moyen de la synthese ordi- 
naire (en la limitant a Tespace de trois dimensions) depend, en premier 
lieu, de ce que, comme on Ta demontre, dans les espaces de courbure 
constanle (positive ou negative), toute H^uv^ peut elre changee arbi- 
trairement de position sans subir aucune alteration dans la grandeur 
et dans la disposition muluelle de ses elements contigus, possibiliti d'oii 
depend V existence des figures egales, et, par suite, la validite du prin- 
cipe de superposition. En second lieu, dans les espaces de courbure con- 
slante negative^ les lignes geodesiques sont caracterisees, comme la 
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droite euclidienne, par la propriete d'etre determinees sans ambiguite 
par deux de leurs points seulement, de sorte que Yaxiome de la droite 
a lieu pour ces lignes. Et pareillement, les surfaces du premier ordre 
sont earacteriseeSy comme le plan euclidien, par la propriete d'etre 
determinees par trois de leurs points seulement, de sorte que pour ces 
surfaces a lieu Vaxiome duplan. En outre, les relations des lignes geo- 
desiques avec les surfaces du premier ordre et de celles-ci entre elles 
sont les memes que celles des droites avec les plans et des plans entre 
eux, puisqu'une de ces surfaces contient une ligne geodesique tout 
entifere des qu*elle en contient deux points, et que deux de ces sur- 
faces se coupent suivant une ligne geodesique (et sous un angle con- 
stant), si elles se rencontrent en un seul point. De cettecorrespondance, 
il s^ensuit que, si Ton admet lesaxiomes fondamenlaux de la geometric 
ordinaire, en excluant le postulat des paralleles, les theoremes que Ton 
obtient sont identiques avec ceux de la geometric de Tespace de cour- 
bure constante negative, puisque cette derniere geometric a les m£mes 
bases que la premiere, h Texception du postulat en question. Les tbeo- 
remes de cette geometric subsistent pour toute valeur de la courbure, 
laquelle est \e param^tre de la geometric non euclidienne (que je pro- 
poserais d'appeler pseudospherique) ^ et c'est seulement par des mesures 
prises dans Tespace objeclif que Ton pent reconnaitre que la valeur 
particuli^re de la courbure de celui-ci estzc^n>, c'est-k-dire qu'on a pour 
cet espace R = oo ; de meme que c'est seulement par des mesures que 
Ton pent assigner la courbure d'une sphere donnee, laquelle est le 
paramitre de la geometric spherique. 

EfTectivement, on pent verifier que la iheorie de Lobatchefsky coin- 
cide, sauf les denominations, avec la geometric de Tespace a trois 
dimensions de courbure constante negative. Ceux qui desireraient voir 
le developpemcnt de cette correspondance en pourront trouver ailleurs 
une exposition plus detaill^e (*). Ici, pour ne pas faire une trop longue 
digression, je me bornerai \ quelques indications sommaires. 



(*) Voyez le M-imojre prdc^eDt (Essni d'une interpretation de la Geometrie non eucli- 
dienne)^ oules particular] t^s d^veloppdes pour le cas de deux dimensions peuvent ais^ment 
8e r^p^ter pour celui de trois dimensions, surtout si Ton tient compic du present ^crit, et 
si Ton a recours ^ une sphere auxiliaire. 

yinnales icientifiquei de Vtcole Normale super ieure. Tome VI. 47 
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La planimetrie non euclidienne n'est autre chose que la geometrie 
(les surfaces de courbure constante negative. Les circonferences de 
rette planimetrie correspondent aux lignes qui coupent orthogonale- 
inent tons les rayons geodesiques issus d'un ineme point de la surface, 
ou aux circonferences geodesiques. Le perimetre y est donne en fonc- 
tion du rayon geodesique r par la formule 

comme Gauss Tavait deja enonce. Par trois points de la surface, on ne 
pent pas toujours faire passer une circonference geodesique ayant son 
centre en un point reel. Les horicycles ou courhes-UmUes de Loba- 
tchefsky ne sont autre chose que les circonferences geodesiques dont le 
centre est a Tinfini, c'est-a-dire dont les rayons ferment un systeme de 
lignes geodesiques paralleles. En faisant, dans Tequation (si'), /i = 2, 
on a 

expression de Telement lineaire de la surface de courbure constante 
negative, rapportee a un systeme d'horicycles concentriques et a leurs 
rayons. La forme de cette expression montre que» moyennant une 
flexion convenable de la surface, les horicycles peuvent devenir les 
paralleles de la surface de revolution dont le meridien est la eourbe des 
tangentes de longueur constante = R. 

La stereometric non euclidienne n*est autre chose que la geometrie 
des espaces a trois dimensions de courbure constante negative. Nous 
avons deja dit a quoi correspondent, dans cette geometrie, les droites 
et les plans. Aux surfaces spheriques correspondent les surfaces qui 
coupent orthogonalement tons les rayons geodesiques issus d'ao meme 
point, c*est-a-dire les spheres geodesiques. La aussi il peut se faire que 
par trois points, et a plus forte raison par quatre, on ne puisse pas faire 
passer une sphere geodesique ayant son centre en un point reel. Les 
horispherrs ou sur/aces-Umiies de Lobatchefsky (*) ne sont autre chose 
que les spheres geodesiques dont le centre est a rinfioi, e*est-a-dire 



^ M Ou W$ ;J^ut&ce:> F de J. Botpi. 
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(lont les rayons forment un systeme de lignes giodesiques parallelrs 
cle Tespace de courbure constante negative. En faisant, dans Tequa- 
tion (21), 71 = 3, il vient 



(a5) rf, = RV^^i±^l+:^, 

oil Ton a 

fix Rx. Rxj 

a — x^ a — X2 rt — x^ 

et reciproquement 

_ aaRy], _ ^aRvii __ g(r,'-f-y? ? -f-y}; — RM 

^'~ •/3»-+-yjJ-hy}fT¥'' ^' ~ yj'-f- •/?; -h yj J -+- R»' "^^ "" "^M^ Vj^^TT+Hl'" ' 

La formule (aS) represente Teleinent lineaire de Tespace non tjuclidien 
rapporle k un systeme d'horispheres concentriques ct au systcnie de 
leurs rayons. La forme de cet element montre que toute horispherr, 
etant representee par >] = const., est une surface de courbure nuUe 
(c*est-a-dire superposable au plan euclidien par voie de simple flexion 
sans extension )» puisque son element lineaire est de la forme 



ds =: const. X ^dn] -4- dn] ; 

et que les variables yJi, vj, sont les coordonnees cartesiennes rectangu- 
laires de ses points. Une surface du premier ordre, 

/x, H- mx2-\- nXi-hp = Of 

est representee, au moyen des coordonnees >?, >},, Y}2f par Tequalion 

2aR(/y),+ mv),) -f- (an -|-/?)(y3»-+- yjj -4- y3j) = (a/i — /?)R% 

et, par suite, elle coupe Thorispbere (pour laquelle y} = const.) suivant 
une ligne qui devient un cercle dans le developpement plan de cettr 
surface. Celui-ci se reduit a une droite seulement, lorsque p = — ctn, 
c'esl-a-dire quand Tequation de la surface du premier ordre est de la 
forme 

/:r,-t- moTa-t- n[Xz — a) = o, 

ce qui arrive lorsqu'elle est une surface diametrale de Tborispbere, on 

47. 
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qu'elle passe par le centre (a rinfini) de cette horisphcre. Dans ce cas, 
la ligne d'intersection est 6videmment un horicycle de cette surface dia- 
rnetrale, tandis que, par rapport^ a riiorisphere, elle est telle qu'elle sc 
convertit en une droite quand Thorisph^re est etendue sur un plan. De 
la resulte que le triangle trace sur une horisphfere par trois surfaces 
diametrales est au fond un triangle geodesique situe sur une surface de 
courbure nuUe; par consequent, il satisfait a toutes les relations de la 
trigonometrie plane ordinaire, puisqu'il est egalement applicable sur 
un triangle rectiligne. 

Ainsi toutes les conceptions de la geometric non euclidienne trou- 
vent une correspondance parfaite dans la geometric de Tespace de 
courbure Constante negative. 11 faut seulement observer que, tandis 
que les conceptions de la planimetrie rcQoivent une interpretation vraie 
et propre, puisqu'elles sont constructibles sur une surface rieUe^ celles, 
au contraire, qui embrassent trois dimensions ne sont susceptibles que 
d'une representation analytique, puisque Tespace dans lequel une telle 
representation pourrait se realiser est different de celui auquel on ap- 
plique generalement le nom A'espace. Du moins, Texperience ne semble 
pouvoir etre mise d'accord avec les r^sultats de cette geometric plus 
generale, que si Ton suppose la constante R intiniment grande, c'est- 
a-dire la courbure de I'espace nulle; ce qui pourrait toutefois n'etre du 
qu'a la petitesse des triangles que nous pouvons mesurer, ou a la peti- 
tesse de la portion d'espace a laquelle s'etendent nos observations, de 
memo que cela arrive pour les mesures prises sur une petite portion de 
la surface terrestre, et dont la precision ne suflit pas pour mettre en 
evidence la sphericite du globe. 

Jusqu'ici, nous n'avons parle que des espaces de n dimensions dont 
la courbure est constante, mais nigatis^e; la raison en est que nous 
avions principalement en vue le rapprochement des conceptions qui s'y 
rapportent avec celles de la geometric non euclidienne, relativement a 
laquelle Thypothese opposee oflre moins d'interet. Neanmoins nous en 
dirons ici quelques mots. 

L*element lineaire 



(26) 



, __ |. ^dx\ -4- dx\ -+-... -f dxn — dx^ 
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dans lequel 

appariient a un espace de n dimensions dont la courbure est partout 
consiante el = j^,- Get elemenl se tire de (i), en ehangeant R, a, x en 

Rv — -I, a\/— 1» ^V"" ^» ®^ toutes les proprietes el les equations fon- 
dees sur de pures transformations analytiques de relement(i) subsistent 
evidemment, avec les changements indiqu^s, pour eel autre element. 
Par exemple, la formule (8) se change dans la suivante : 

( 27 ) cos-^ = , > 

formule qui donne pour p une valeur r^elle, quelles que soienl les va- 
leurs reelles de rt?<, ar,, . . . , a?,,, a?^, .r^, . . . , a?^. II est clair que, pour 
ces espacesje theorfeme de la superponibilite de deux portions d'espace 
quelconque subsiste integralement. 

Si, dans Texpression (^6), on suppose reelles les variables x, x^j..,, 
x„ et les constantes R, a, les valeurs admissibles pour les coordonn^es a?, , 
X2f..., x„ n'ont aucunelimite, el peuvenl varier de — oo k -h 00 . Pour 
toutes les valeurs reelles de ces coordonnees, Tespace est continu et 
simplement connexe^ mais non infini (Riemann, III, § 2); car, si Ton * 
fait dans (27) 

X ^ — — A| T, X ^ — '"J T> • • • » Xf^ — AaT, 

avec XJ -f- Xj -+-... -h X^ = I , on a, pour t = 00 , 

p X| J7| -4- Xj Xj -+- . . . H- X» JTa 

cos ^ = . y 

^ ^0}-^- x\ + x\-^.,.-^-xl 

formule qui donne pour p une valeur (inie et determinee. Les lignes 
geodesiques continuent a etre representees par des Equations lineaires; 
mais, vu Tadmissibilite des valeurs infinies pour les coordonn^es, le 
principe que deux points d^terminent sans ambiguUe une ligne geo- 
desique cesse d'etre vraisans restriction. Soient, en effet, 

Xi •:=. biXn-^- b\ , Xi= biXn-^ b\, , . . 

les equations d*une ligne geod^sique. Tant que Tun au moins des points 
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par lesquels elle doit passer a ses coordonnees finies, les coeflicients 
peuvent etre tous determines sans ambiguite; noais si les points ont 
tons les deux des coordonnees infinies, il faudra mettre les equations 
sous la forme 

Xm Xfi Xfi On 

ct substituer aux premiers membrcs les valeurs-limites vers lesquelles 
ils convergent en ces deux points. Si ces limites sont ^gales entre elles, 
les valeurs des seconds coeflicients restent indetermin^es, et la ligne 
geodesique ne pent etre unique et definie. Si les limites sont difTe- 
rcntes, les coordonnees de la ligne geodesique sont infinies en tous ses 
points. 

Les considerations qui nous ont conduits a Tequation (i3) ne sont 
pas applicables aux espaces de courbure constante positive, puisqu'il 
n'y a pas dans ceux-ci de points a Tinfini. Done les figures representees 
par cette equation n'ont pas de correspondantes dans ces nouveaux 
espaces, de meme que les lignes g^odesiques reciproquement/7a/ia/^/e5 
n*en ont pas non plus. 

On voit que la geometric des espaces de courbure constante positive 
[que Ton pent appeler convenablement gdomdtrie spherique dans le sens 
le plus large, puisque, comme le montre Tequation (^22), les triangles 
geodesiques y sont soumis aux lois dc la trigonometric spherique] dif- 
ftre tres-notablement de la geometric pseudosphdriquej bien qu'elle 
admette en commun avec celle-ci Texistenee des figures egales. Du 
reste, la geometric pseudospherique conduit spontancment k la con- 
sideration des espaces de courbure positive. En effet, en posant* 
dans (26), 





a Xx 

X ^' X ^"•••' 


Xn 

X y- 


on trouve 








rfj = R s}dy^ 4- rf/J H- . 


■•+dyi. 



avec la condition 

resultat qui, mis en regard de Tequation (18), dans laquelle on ferait 
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p =z const., nyus montre que les spheres geodesiques de rayon p, dans 
I'espace a n dimensions de courbure constante negative — 7r;> sont des 
espaces a n — i dimensions de courbure constante positive 



\ 2 



R sinh ^ 



Done la geometrie spberique peut etre regardee comme contenue dans 
la pseudospberique. 



Bologne, aoAt 18G8. 



suR UNE Equation 



Al)X DfiRIVEES PARTIELLES, 



' Par M. DIDON, 

DOCTEUR feS SCIENCES. 



On connait le role imporlaDt quejoue dans la theorie des fonclions 
dc Laplace I'equation aux derivees partiellesde Lcgendre 

I 
qui adinel pour solution Texpression (i — 2aa:-f- a*)~^; uiaisje ne sa- 

che pasqu'on ait donn^ d*autres solutions de cette equation. On pent, 

cependant, en trouver facilement de tres-generales de la nianiere sui- 

vante. Si Ton cherche a satisfaire a I'equation (i) par Texpression 

(2) z = R.(j;) -4- aR, (:c) -H. . .-f- a"R„(jr) -h. . . , 

on voit de suite que Rn(^) doit verifier Tequation difTerentielle 
(^^ ^[(.-x')'^]-f-«(n-*-.)n.(x) = o. 

dontTintegrale complete est 

R„(^) = C,X,(a:)-^C,Q„(x), 

C„ el r'„ etant des constanles quelconques, X„{ir) la function X,/ <le 

Annalei scientifiquei de I'Fcole Normalc snpirieure. Tome VI. 4" 
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Legendrc, et Q„ [x) represcnlant Texpression / :--"lJ --: pap conse- 
quent, la quantite* 

(4) z=zlC„a''\„~hlCne(rQn{x), 

dans laqueile les sommations pcuvent s'etendre de/i = oa/i=H-ac, 
est una solution de Tequation (i). Cette quantite se reduit, dans le ras 
oil les C sont tons egaux a 1 , et oil les C sont nuls, a 

et, dans le cas, au eontraire, oil les C sont egeux et 011 les C sont nuls, 
elle se reduit, a un facteur constant pres, a 

^ {x — a)oi — I 

expression qui est la fonclion generatrice des fonctions Q;,(^). En ef- 
fet, dans la derniere hypothese, on a 

et il suffit de calculer Tintegrale precedente pour relrouver I'expres- 
sion (5) donnee plus haut. Mais on pent efTectuer les deux sommations 
qui entrent dans I'expression (4) de z, meme dansle cas oil les C et les 
C sont quelconques. Pour cela, on n'a qu'a employer la formule i\e 
Laplace 

qui donne 

2 C. a" X„ ( J? ) rrr 1 I i C„ ( aoT — « COS cp )/x'—i)" do 

= I ^[oLX — OLCOS^sJx^ — 0^? 

^ o 
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el 

— ZTi I ^{^^ — acoscp v^'— 0^9» 

oil les foDctioDS 9 ct ({; nesont assujetties qu'a la condilion que (f{z) et 
t|;(z) puissent se mettre sous la forme A -1- A, s n- A.c^ -{- . . . . 

On peut aussi chercher k satisfaire a Tequation (i) par I'expression 

(6) ^=ls.(^)4-...H-^,S„(x)H^...; 

on trouve alors que S„(a;) doit verifier Tequation differenlielle (3), ce 
qui donne les nouvelles solutions 



-Jo H — i — r^ 



el 

-HI 



o[X)(^elzs sont des functions arbilraires consliluees comme les fonctions 
9 et &T de tout a Theure. 

Les formes (a) et (6) ne comprennent pas toutes les solutions de Tequa- 
lion (i), par exemple, la solution suivante : 



Z z=z XogOL^X^ — I. 

En terminant, je fais remarquer que Ton ramene facilement Tequa- 
tion (1) a la forme type d'Ampere, en faisantlechangementde variables 
suivant : 

S:=z Ol{x — ^X^ — 1), t = Ol[x -\- \f X^ — \)\ 



Tequation (1) devient alors 



rf'5 dz (h 



^^'-'^dns-di-'d-s=° 



ou 



^.[<'-)S]-^[<-"S]- 

48. 
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Knfin. on peul observer encore que Tequalion (i) se doduit do I'e 
(|u«')tion 



n\ posant 






(lUt 

z=zZ. 



(tx d a 
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